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ू९动ߑ

ू९动ߑ

运动Ҹީڔ积ӣәѾू९的Пொ [HS02], ДЗׂߎ的 (Ӫ体) 运动Ҹ
ӣӰީڔ
.
Poincaré 运动Ҹڔ [San04]
..

......

ҝગ Γ0,Γ1 面ٵࡆࠬީ E2 ИДߚ (ଦ࠼Ұ࢝的) Օࡌি,
# {Γ0 ∩ Γ1} ੮ॐ؉ћ的сރࢵ. ө∫

{g∈G|Γ0∩gΓ1 ̸=∅}

# {Γ0 ∩ Γ1}dg = 4L0L1.

ҿИ, dg ީӪ体运动৩ G 的运动密度, ৲ L0, L1 ӣӰ
ީ Γ0,Γ1 的周.
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ू९动ߑ

ू९动ߑ

运动Ҹީڔ积ӣәѾू९的Пொ [HS02], ДЗׂߎ的 (Ӫ体) 运动Ҹ
ӣӰީڔ
.
Blaschke 运动Ҹڔ [San04]
..

......

ҝગ D0,D1 面ٵࡆࠬީ E2 ИДЗԚֿ (ԥକପ),
χ(D0 ∩ D1) ੮ॐबсԚֿ的ࠬܞॐރۅ. Т∫
{g∈G|D0∩gD1 ̸=∅}

χ(D0∩gD1)dg = 2π(F0χ(D0)+F1χ(D1))+L0L1,

ҿИ, F0, F1 ӣӰ੮ॐ D0,D1 的面积.
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ू९动ߑ

ू९动ߑ

▲Зऀځ: ԕխࡹ度. 周家足 [Zho07]ӯऀ PoincaréЊ Blaschke运
动ҸڔোӟдДЗӝ体ԕխࡹ度的▲З下界估计, ৲ڱӱ▲
ӧ Bonnesen ֺ 不ঈڔ
ঝѷ֪, 周家足在 [Zho09] Иପଋৰਖ਼ٵ१运动下的ԕխࡹ度, ѕڱ
ӱ▲ӧ Bonnesen ڔ०混合ঈѷ不ঈثֺ
ொ: ԕխࡹ度的ٺݐ. П֟在йڢۏࡌج的运动Ҹڔ, ৲
Ќ Poincaré 运动Ҹڔ的ચߒזૻࡁޢ, әѾࡹ度论的ऽજ
[RZ95]

ऩ的: ޢચݎোӟ▲Зफڔ面ӝ体的运动Ҹٵث
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וऽજ ӝ体的ܴݵӡރ

ӝ体的ܴݵӡރ

x

y

o

Γ = ∂K

K

G(x, y)
H

θ

ν

K: ӝ体, Γ: K 的ଆ界
ν = (cos θ, sin θ): োؔސէ
θ: ν 的ސէઅ
ӝ体 K 的ܴݵӡރО:

p(θ) = max
x∈K

{x · ν|x ∈ K} .
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וऽજ ӝ体的ܴݵӡރ

Ҽйӝ体 K 的ܴݵӡރ p(θ) :下ৈ论ײ߄

p(θ) Օљোӟ Γ = ∂K 的▲ЗՀރԗ:{
x = p cos θ − p′ sin θ
y = p sin θ + p′ cos θ.

(3.1)

Γ 的周љՃ֠ۨ的面积ӣӰО

L(K) =
∫
Γ

ds, F(K) =
1

2

∫
Γ
pds.
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וऽજ Дӝ体的混合面积

Дӝ体的混合面积

.
ؔУ 3.1 (混合面积)
..

......

ؔУӝ体 K0 Њ K1 的混合面积О:

F01 =
1

2

∫ 2π

0
(p0p1 − p′0p

′
1)dθ,

ҿИ, p′0,p
′
1 ੮ॐث θ .导ࡌ ,Уؔࣁܷ ߄ުޢ F01 = F10.
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וऽજ ӝ体ҼйԽࢵ的Նذ

ӝ体ҼйԽࢵ的Նذ

O x

y

θ
π + θ

P1

P2

P ∗

2

P ∗

1

H1

H2

H∗

1

H∗

2
−−→

OP1 = −

−−→

OP ∗

1
,

−−→

OP2 = −

−−→

OP ∗

2
;

OH1 = p(θ), −OH2 = p(θ + π);

OH∗

1
= p∗(θ + π), −OH∗

2
= p∗(θ);

OH1 = OH∗

1
, OH2 = OH∗

2
.

K

K∗

K: ӝ体, O: ֱ߶Խࢵ
K∗: K ҼйԽࢵՆذեڱ
ӱ的ӝ体
p∗: K∗ 的ܴݵӡރ

我ћ߄Ҽ

OH∗
2 = OH2w�

p∗(θ) = p(θ + π), θ ∈ R.w�
F∗01 = F∗10.
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וऽજ १运动৩的不变密度ٵ

१运动৩ٵ
..

Ta,b : (x, y) → (x+ a, y+ b)
▲ ځث▲
⟨ ⟩

 1 0 a
0 1 b
0 0 1


ं积ӣәѾИҼйाஈ㬮৩的ࣲ论, ऽ

Ω = T−1
(a,b)dT(a,b) =

 0 0 da
0 0 db
0 0 0

 ,

的元পީ左不变的 [San04]. йީ

dt = da ∧ db,

ީ左不变的 .ڔڥ-2 ंс݅ۅ, ؉Эީ不变的. dt ०Оٵ१运动
৩ T 的不变体积元۪ৱ运动密度.
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ڔ१运动Ҹٵ Poincaré ڔ१运动Ҹٵ

▲З密度Ҹڔ
ऩ ߶: ܋ ٵ १ է
 OO′ ऀ Γ0,Γ1 各 ਘ 的 ݵ
ܴӡރ੮ॐӟߛ
:ࡣ ӯऀҼ

−→
OP =

−−→
OO′ +

−→
O′P,

同ࡨޞ۞ӱײ下зؘ:
−→
OP 的ސէઅީ θ0, ђ৲ऀ
ރӡܴݵ p0(θ0) Օљ੮ӟ

同߽,
−→
O′P Օऀܴݵӡ

ރ p1(θ1) ੮ӟ
йީڱӱײ下的密度Ҹڔ:

dt = da∧db =
{
p0(θ0) + p′′0(θ0)

}{
p1(θ1) + p′′1(θ1)

}
| sin(θ0−θ1)|dθ0∧dθ1.
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ڔ१运动Ҹٵ Poincaré ڔ१运动Ҹٵ

Poincaré ڔ१运动Ҹٵ

dt = da∧db =
{
p0(θ0) + p′′0(θ0)

}{
p1(θ1) + p′′1(θ1)

}
| sin(θ0−θ1)|dθ0∧dθ1.

在ڔЇଚ密度Ҹر {T ∈ T|∂K0 ∩ ∂(TK1) ̸= ∅} Ї积ӣ. 我ћڱӱ
.
ࣲؔ 4.1 (Poincaré (ڔ१运动Ҹٵ
..

......

∫
Γ0∩TΓ1 ̸=∅

# {Γ0 ∩ TΓ1}dt = 4(F01 + F∗01). (4.1)
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१运动密度的әѾ۞Уٵ

ࢵ१运动密度ঈйٵ O′ 的
密度 (面积元), ҿИ O′ ީ
运动߶߫ O′X′Y′ 的Խࢵ.

ڱ҅߄۱ K1 Њ K0 बс
的 K1 的位, ▲ؔԕխ
在 O′ ۱ۨଜ Γ01 ӄ.

йީ,∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt = Γ01 ֠ۨ的面积.
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ऀځ१ԕխொՃҿٵ ўߚ१ԕխ的▲Зҭӣٵ

ۃ१ԕխ的ٵ

K0

TK1

K0 ∩ TK1

K0,K1: ӝ体

.
K0 ⊂ TK1 ۪ৱ TK1 ⊂ K0........

~www�
.

K0 ∩ TK1 ̸= ∅

∂K0 ∩ ∂(TK1) = ∅.
........
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,י࠴ ,ޞћଆ界बс؉ڢ сࢵЗםރйঈй 2(ஔ▲Зனࡹதי). йީ

m {T ∈ T|TK1 ⊂ K0 or TK1 ⊃ K0}
= m {T ∈ T|TK1 ∩ K0 ̸= ∅} −m {T ∈ T|∂K0 ∩ ∂(TK1) ̸= ∅}

=

∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt−
∫
∂K0∩∂(TK1 )̸=∅

dt

≥
∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt− 1

2

∫
∂K0∩∂(TK1 )̸=∅

# {∂K0 ∩ ∂(TK1)}dt

= F0 + F1 − 2F10.
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߽ڱؼӱдДӝ体ٵ१ (ऱ) ԕխࡹ度的▲З下界估计

m {T ∈ T|TK1 ⊂ K0 or TK1 ⊃ K0} ≥ F0 + F1 − 2F10. (5.1)
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ঈ周不ঈڔ的ચޢ

K1

K0

K0: ֡ؔӝ体
K1: 运动ԥ位֤द
ri: K0 的ם߂ӄӤ֤ԡڬ
re: K1 的֤ݎיش߂ԡڬ

.
Ո K1 = B(r), ri ≤ r ≤ re..

......

ө K0 和 K1 不ਈऱԕխ.w� .. 下界估计

πr2 − L0r+ F0 ≤ 0
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K1

K0

K0: ֡ؔӝ体
K1: 运动ӝ体
tM = sup

T∈T
{t > 0|t(TK1) ⊂ K0}

tm = inf
T∈T

{t > 0|t(TK1) ⊃ K0}

.
ڢ t ∈ [tM, tm] ..ޞ

......

K0 和 t(TK1) 不ਈऱԕխ.w� .. 下界估计

t2F1 − 2tF10 + F0 ≤ 0
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