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动

动

运动 积 的 [HS02], 的 ( 体) 运动

.
Poincaré 运动 [San04]
..

......

Γ0,Γ1 面 E2 ( 的) ,
# {Γ0 ∩ Γ1} 的 .∫

{g∈G|Γ0∩gΓ1 ̸=∅}

# {Γ0 ∩ Γ1}dg = 4L0L1.

, dg 体运动 G 的运动密度, L0, L1
Γ0,Γ1 的周 .
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动

动

运动 积 的 [HS02], 的 ( 体) 运动

.
Blaschke 运动 [San04]
..

......

D0,D1 面 E2 ( ),
χ(D0 ∩ D1) 的 .∫
{g∈G|D0∩gD1 ̸=∅}

χ(D0∩gD1)dg = 2π(F0χ(D0)+F1χ(D1))+L0L1,

, F0, F1 D0,D1 的面积.
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动

动

: 度. 周家足 [Zho07] Poincaré Blaschke运
动 体 度的 下界估计,

Bonnesen 不
, 周家足在 [Zho09] 运动下的 度,

Bonnesen 混合 不
: 度的 . 在 的运动 ,

Poincaré 运动 的 , 度论的
[RZ95]

的: 面 体的运动
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体的

体的

x

y

o

Γ = ∂K

K

G(x, y)
H

θ

ν

K: 体, Γ: K 的 界
ν = (cos θ, sin θ):
θ: ν 的
体 K 的 :

p(θ) = max
x∈K

{x · ν|x ∈ K} .
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体的

体 K 的 p(θ) 下 论:

p(θ) Γ = ∂K 的 :{
x = p cos θ − p′ sin θ
y = p sin θ + p′ cos θ.

(3.1)

Γ 的周 的面积

L(K) =
∫
Γ

ds, F(K) =
1

2

∫
Γ
pds.
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体的混合面积

体的混合面积

.
3.1 (混合面积)

..

......

体 K0 K1 的混合面积 :

F01 =
1

2

∫ 2π

0
(p0p1 − p′0p

′
1)dθ,

, p′0,p
′
1 θ 导. , F01 = F10.
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体 的

体 的

O x

y

θ
π + θ

P1

P2

P ∗

2

P ∗

1

H1

H2

H∗

1

H∗

2
−−→

OP1 = −

−−→

OP ∗

1
,

−−→

OP2 = −

−−→

OP ∗

2
;

OH1 = p(θ), −OH2 = p(θ + π);

OH∗

1
= p∗(θ + π), −OH∗

2
= p∗(θ);

OH1 = OH∗

1
, OH2 = OH∗

2
.

K

K∗

K: 体, O:
K∗: K
的 体

p∗: K∗ 的

我

OH∗
2 = OH2w�

p∗(θ) = p(θ + π), θ ∈ R.w�
F∗01 = F∗10.
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运动 的不变密度

运动
..

Ta,b : (x, y) → (x+ a, y+ b) ⟨ ⟩

 1 0 a
0 1 b
0 0 1


积 的 论,

Ω = T−1
(a,b)dT(a,b) =

 0 0 da
0 0 db
0 0 0

 ,

的元 左不变的 [San04].

dt = da ∧ db,

左不变的 2- . , 不变的. dt 运动
T 的不变体积元 运动密度.
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运动 Poincaré 运动

密度
:

OO′ Γ0,Γ1 各 的

:

−→
OP =

−−→
OO′ +

−→
O′P,

同 下 :
−→
OP 的 θ0,

p0(θ0)

同 ,
−→
O′P

p1(θ1)
下的密度 :

dt = da∧db =
{
p0(θ0) + p′′0(θ0)

}{
p1(θ1) + p′′1(θ1)

}
| sin(θ0−θ1)|dθ0∧dθ1.
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运动 Poincaré 运动

Poincaré 运动

dt = da∧db =
{
p0(θ0) + p′′0(θ0)

}{
p1(θ1) + p′′1(θ1)

}
| sin(θ0−θ1)|dθ0∧dθ1.

密度 在 {T ∈ T|∂K0 ∩ ∂(TK1) ̸= ∅} 积 . 我
.

4.1 (Poincaré 运动 )
..

......

∫
Γ0∩TΓ1 ̸=∅

# {Γ0 ∩ TΓ1}dt = 4(F01 + F∗01). (4.1)
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运动 Blaschke 运动

运动密度的

运动密度 O′ 的
密度 (面积元), O′

运动 O′X′Y′ 的 .

K1 K0
的 K1 的位 ,
在 O′ Γ01 .

,∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt = Γ01 的面积.
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运动 Blaschke 运动

Blaschke 运动

Γ01 的 p0(θ) + p1(θ + π), Γ01 的面积

Area(Γ01) = F0 + F1 + 2F∗10. (4.2)

, 我
.

4.2 (Blaschke 运动 )
..

......

∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt = F0 + F1 + 2F∗10, (4.3)
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的

的

K0

TK1

K0 ∩ TK1

K0,K1: 体

.
K0 ⊂ TK1 TK1 ⊂ K0........

~www�
.

K0 ∩ TK1 ̸= ∅

∂K0 ∩ ∂(TK1) = ∅.
........
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的

, 界 , 2( ).

m {T ∈ T|TK1 ⊂ K0 or TK1 ⊃ K0}
= m {T ∈ T|TK1 ∩ K0 ̸= ∅} −m {T ∈ T|∂K0 ∩ ∂(TK1) ̸= ∅}

=

∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt−
∫
∂K0∩∂(TK1 )̸=∅

dt

≥
∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt− 1

2

∫
∂K0∩∂(TK1 )̸=∅

# {∂K0 ∩ ∂(TK1)}dt

= F0 + F1 − 2F10.
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dt

≥
∫
K0∩TK1 ̸=∅

dt− 1

2

∫
∂K0∩∂(TK1 )̸=∅

# {∂K0 ∩ ∂(TK1)}dt

= F0 + F1 − 2F10.

体 ( ) 度的 下界估计

m {T ∈ T|TK1 ⊂ K0 or TK1 ⊃ K0} ≥ F0 + F1 − 2F10. (5.1)
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不 的

周不 的

K1

K0

K0: 体
K1: 运动 位
ri: K0 的
re: K1 的

.
K1 = B(r), ri ≤ r ≤ re..

......

K0 和 K1 不 .w� .. 下界估计

πr2 − L0r+ F0 ≤ 0
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不 的

周不 的

K1

K0

ri

re

.
K1 = B(r), ri ≤ r ≤ re..

......

K0 和 K1 不 .w� .. 下界估计

πr2 − L0r+ F0 ≤ 0w�
L20 − 4πF0 ≥ 0.
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不 的

Minkowski 不 的

K1

K0

K0: 体
K1: 运动 体
tM = sup

T∈T
{t > 0|t(TK1) ⊂ K0}

tm = inf
T∈T

{t > 0|t(TK1) ⊃ K0}

.
t ∈ [tM, tm]..

......

K0 和 t(TK1) 不 .w� .. 下界估计

t2F1 − 2tF10 + F0 ≤ 0
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