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摘要

摘 要

本文由两个部分组成. 在第一部分,我们考虑了紧致带边黎曼面上 G-向量丛

的规范变换流, 并利用热流方法, 证明了该流的短时间存在性与广义解的长时间

存在性. 作为推论, 我们给出了 Uhlenbeck-Rivière分解的一个热流证明. 在第二

部分,我们证明了一列能量一致有界的外多调和映照在爆破过程中成立能量等式

与 no neck性质.

关键词：热流 库伦规范 爆破分析 多调和映照 能量等式 No neck性质
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Abstract

ABSTRACT

This dissertation consists of two parts. In the first part, we consider the gauge trans-

formation of the metricG-bundle on a compact Riemannian surface with boundary. The

short-time existence of the flow and the long-time existence of generalized solution are

proved. As an application, we derive a heat flow proof for the Uhlenbeck-Rivière de-

composition. In the second part, we prove that the energy identity and no neck property

hold for a sequence of exterior polyharmonic maps with uniformly bounded energy in

the blow-up process.

KeyWords: heat flow, Coulomb gauge, blow-up analysis, polyharmonic maps, energy

identity, no neck
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第一部分

黎曼面上的规范变换流

1





第 1章 主要结果的陈述

第 1章 主要结果的陈述

假设 E 是黎曼流形 Σ上一个具有度量的 G-向量丛, 其秩为 r, 结构群为 G.

给定 E 上的两个 G-联络 A0, A,对 E 的任一规范变换 S,考察如下的能量

E(S): =
∫
Σ

e(S) =
1

2

∫
Σ

|S∗(A)− A0|2,

它可看作度量经由规范变换 S 作用后的联络 S∗(A)与固定联络 A0 之间的 L2 距

离. 因此,当 S 是 E(S)的临界点时,在 A的所有通过规范变换作用所形成的轨道

中, S∗(A)相对于A0处于一个自然位置. 事实上, E(S)的欧拉—拉格朗日方程 (暂

时不考虑边界)可写成

∇∗
S∗(A)(S

∗(A)− A0) = 0. (1.1)

几何地, (1.1)表明 S∗(A) − A0 与 A由规范变换作用的轨道在 S∗(A)处垂直.

事实上,该轨道在 S∗(A)处的切向量均由 ∇S∗(A)ξ 给出,其中 ξ 是李代数丛 gE 的

一个截面. 由(1.1)知,

0 =
⟨
∇∗

S∗(A)(S
∗(A)− A0), ξ

⟩
=
⟨
S∗(A)− A0,∇S∗(A)ξ

⟩
, ∀ξ ∈ Γ(gE).

此外,直接计算可知 (参考 (3.1)),

∇∗
A0
(S∗(A)− A0) = 0. (1.2)

上式表明, S∗(A) 可看作整体的库伦规范. 事实上, 当 Σ 是欧式空间中的单位圆

盘, E 是平凡从 B ×Rr 时,取 A0 = d, A = d+Ω,这里 Ω是某个矩阵值的 1形式,

将(1.2)展开即得

d∗(S−1dS + S−1ΩS) = 0.

这正是 S∗(A) = d+ S−1dS + S−1ΩS 是局部库伦规范的条件.

尽管 Uhlenbeck[53, Theorem 2.1]是使用连续性方法来证明局部库伦规范的

存在性, 但关于库伦规范的上述变分刻画并不是新的. 在 [15, Lemma 4.1.3] 中,

Hélein研究了 E(S)的一种形式并用极小化方法得到库伦规范的存在性. 这一结

果在研究二维调和映照的正则性方面非常有用. 我们将在第 7章中看到如何用热

流的方法来证明库伦规范的存在性.

利用连续性方法或者极小化方法找库伦规范在许多其他场合证明也是有用

的. 例如,用于双调和映射的部分正则性 [55, Proposition 3.2; 57, Proposition 3.1];

3



第 1章 主要结果的陈述

满足某种逼近性质的 Yang-Mills 场 [30, Theorem 1.3] 的部分正则性以及 admis-

sible Yang-Mills场的奇点可去 [51, Theorem 4.6]; 具有反对称结构的椭圆系统的

部分正则性 [41, Lemma A.4; 42, Lemma 4.1]; Rivière-Uhlenbeck 分解的正则性

[33, Lemma 2.1]等. 直接极小化方法可以参考 [9, Proposition 2; 44, Theorem 2.1].

第一部分的主要目的是当 Σ是紧致黎曼面时,用负向梯度流的方法来证明库

伦规范的存在性. 为了后面的应用,我们假设 Σ具有非空边界. 但是应该指出,当

Σ无边时,第一部分的主要结果都有对应的版本,而且从分析上讲更加简单.

考察下面的演化问题
S−1 ∂S

∂t
= ∇∗

S∗(A)(S
∗(A)− A0), (x, t) ∈ Σ× (0, T ),

S(x, 0) = S0(x), x ∈ Σ,

ν (S∗(A)− A0) = 0, (x, t) ∈ ∂Σ× [0, T ),

(1.3)

其中, A 与 A0 如前是两个 G-联络, S0 是初始的规范变换, ν 是 ∂Σ 的法向而

是向量场与 1-形式间的缩并. 我们将假设如下的零阶相容性 ([21, Section IV,

p.318ff])

ν (S∗
0(A)− A0) = 0. (1.4)

理论上讲,也可以考虑诸如 Dirichlet边界条件的其它类型的边界条件. 我们选择

这种混合型边界条件的主要原因是在局部的情形 (E = B × Rr, A0 = d, A =

d+ Ω), (1.3)的边界条件约化为

ν (S−1dS + S−1ΩS) = 0, 在边界 ∂B上 .

这正是 Uhlenbeck在 [53, Theorem 2.1, Condition (b)]所考虑的边界条件.

关于流(1.3)的讨论非常类似于二维调和映射流,后者首先由 Struwe[49]对闭

曲面的情形进行研究, 而后 Chang K.C. [4] 考虑了带有 Dirichlet 边界的情形, 而

Ma.L[29]考虑了自由边值的情形. 为了看出二者之间的相似性,我们只需将方程

在局部平凡化下表示出来. 此时, S 是到李群 G的一个映射, E(S)的主项恰好是
S 作为调和映射的 Dirichlet能量. 因此,本文中的证明和调和映照流的证明是类

似的,但由于没有整体标架以及混合边界条件使得证明有些非平凡.

定理 1.1 令 E,G,A,A0,Σ如上, S0 ∈ Γ(AutGE)是规范变换丛的一个光滑截面

且满足 E(S0) < +∞. 如果相容性条件(1.4)成立,则

(i) 存在某个 T1 > 0, α ∈ (0, 1)以及 S ∈ C∞((0, T1)×Σ,AutGE)∩C2,α([0, T1)×
Σ,AutGE),使得 S 是(1.3)的解.

(ii) 此外, 若 T1 < +∞, 则存在有限个爆破点 {xi}Ni=1, 使得 S(t) → S(T1) in

C∞
loc(Σ\{xi}

N
i=1 ,EndE),其中 EndE是 E的自同态丛, S(·, T1)是 t↗ T1时

S(·, t)的W 1,2-弱解.
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(iii) 对任一爆破点 xi 以及任何 tk ↗ T1,存在点列 xki → xi 以及数列 λki → 0和

某个 bubble ωi ∈ C∞(R2, G) (ωi是调和映照),使得当 k →∞时,

wk
i (x): = u(xki + λki x, tk)→ ωi, inC∞

loc(R2, G),

其中 u : B1(xi)→ G是 S 在某个固定平凡化下的局部表达式.

(iv) 最后,如下的能量不等式成立

lim inf
k→∞

E(S(·, tk)) ≥ E(S(·, T1)) +
N∑
i=1

1

2

∫
R2

|∇ωi|2.

如果 T1是有限的,则 S(T1)除去有限个奇点 {xi}Ni=1之外是光滑的,而且由范

数的弱下半连续性,其 E-能量有限. 正如调和映照流的情形 (参考 [29, p.295; 49, p.

576]),我们可以用 Schoen&Uhlenbeck的逼近引理 [45, Lemma 3.2]构造 S(T1)的

逼近序列 {Sk}并证明以该序列为初值的流的解确实收敛到以 S(T1)为初值的流

的一个弱解. 这里,我们的处理方式稍有不同. 在 [39, Theorem 1.1]中, Qing为了

分析 u(T1)(调和映照流在第一爆破时刻的弱极限)的奇性, 改进了解在奇点附近

的估计. 尽管 u(T1)一般而言不是连续的 (可以参考 Topping[52, Theorem 1.14]构

造的反例),这一估计却能使我们用截断函数具体地构造 S(T1)的逼近序列. 这一

构造更加具有几何直观性.

引理 1.2 (逼近引理) 对定理 1.1中的 S, T1, {xi}Ni=1以及任意的 σ > 0,存在 S(T1)

的一个光滑σ-逼近. 即, 存在 δi > 0 以及一个光滑的规范变换 S̃, 使得在 Σ \∪N
i=1Bδi(xi)上 S(T1) = S̃ 且

∣∣∣E(S(T1))− E(S̃)∣∣∣ < σ, ν (S̃∗(A)− A0) = 0.

利用上述引理,我们以 S̃ 为初值重新开始流 (短时间存在性由定理 1.1保证)

直到下一个奇异时刻,不断重复该过程,则可以得到 t ∈ (0,∞]上的逐段光滑解,

我们称其为(1.3)的广义解. 上述过程之所以会在有限次后停止,是因为如果 σ 小

于从 S2 到 G的调和映照的最小能量,那么上述广义解在每个奇异时刻都将至少

损失固定的能量. 广义解在 t→∞时的极限将是(1.1)的弱解 (除去有点多个爆破

点后光滑),进而我们将证明此时它的奇点是可去的,从而该极限其实是 Σ(包括边

界)上的光滑解.

定理 1.3 令 ε0 是小能量正则性中的常数 (见后定理 4.2). 则对任意的 σ < ε0,

存在(1.3)的解 S(x, t), 它在 K + 1 个区间 [Tk, Tk+1) 上是逐段光滑的 (T0 = 0,
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TK+1 =∞),即
S−1 ∂S

∂t
= −∇∗

S∗(A)(S
∗(A)− A0), (x, t) ∈ Σ× Ik

S(x, Tk) = Sk(x), x ∈ Σ

ν (S∗(A)− A0) = 0, (x, t) ∈ ∂Σ× Ik,

其中 Sk ∈ Γ(AutGE), S0 的 E 能量有限. 且对任意的 1 ≤ k < K, Sk 是弱极限

S(Tk): = S(·, Tk)的一个 σ-逼近解 (参考引理 1.2).

此外,对任何爆破序列 {ti} ↗ Tk,

lim
ti→Tk

E(Sk−1(·, ti); Σ) ≥ E(Sk(·, Tk); Σ) +N(Tk)(ε0 − σ), (1.5)

其中N(Tk)是在奇异时刻 Tk时的爆破点个数. 特别地,广义解的能量沿着流是单

调递减的,从而当 t→∞时,对 S(·, t)的弱极限 S∞,可以证明它在 Σ上光滑而且

是(1.1)的解.

注意到上面给出的逐段光滑解仍然依赖于参数 σ. 我们相信,当 σ → 0时,上

述逼近解收敛到类似 Struwe [49, Proposition 4.2]得到的整体弱解. 因为 Sk 只是

S(Tk)的一种特殊的逼近.

最后,作为应用,我们给出 Rivière发现的守恒律 [41, Lemma A.3]的一个流的

证明. Rivière的原始证明用的是连续性方法, 变分的证明可以参考 Schikorra[44,

Theorem 2.1]和 [9, Proposition 2].

推论 1.4 假设 E 是 B ⊂ R2 上一个结构群为 SO(m) 的向量丛, 则对任何的

联络 1-形式 Ω ∈ L2(B, so(m) ⊗ ∧1R2), 存在 ξ ∈ W 1,2(B, so(m)) 以及 S ∈
W 1,2(B, SO(m))使得∇

⊥ξ = S−1∇S + S−1ΩS, x ∈ B,

ξ = 0, x ∈ ∂B.
(1.6)

此外,存在常数 C(m),使得

∥ξ∥1,2;B + ∥∇S∥2;B ≤ C(m)∥Ω∥2;B.

注记 根据 [41]中的定义, ∇⊥ 是梯度算子旋转 90度而得到的微分算子. 容易验

证该算子的散度为零. 这正是(1.6)中第一式称为守恒律的原因.

第一部分的结构如下: 在第 2 章中给出关于丛的一些基本事实后, 在随后

的第 3章,首先我们证明(1.3)是 E(S)的负向梯度流,然后证明(1.3)的短时间存在

性. 作为爆破分析的准备,在第 4章,我们证明了爆破分析中的一些经典但重要的

6
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引理在丛情形的推广, 它们是局部能量不等式 (local energy inequality), ε-正则性

定理 (small energy regularity theorem) 和奇点可去定理 (removable of singularity).

然后在第 5章,我们在每个奇点处,利用上述引理得到一个 bubble,即到 G的调和

球. 此外,我们还证明了边界 bubble不存在. 接下来,在第 6章中,作为证明逼近

引理的准备,我们首先证明了奇点附近的震荡估计 (oscillation estimate). 有了逼近

引理,我们可以比较容易的得到广义解的存在性. 最后,在第 7章中,我们证明推

论 1.4可以用流的方法证明.
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第 2章 预备知识

本章从一般的纤维丛的定义出发,说明纤维丛定义中最要紧的只是转移函数

并证明了纤维丛的构造引理 (参考命题 2.5). 而后通过逐步增加结构,依次介绍了

G-丛, G-主丛及其配丛. 有了这些准备,我们很方便的引入 G-向量丛,以及与之相

伴的自同构丛与自同态丛的概念. 通过限制群作用和纤维空间,作为特例,我们给

出了 G-丛在伴随表示下的配丛即李代数丛以及在共轭作用下的配丛即规范变换

丛.

随后,我们介绍了丛上非常重要的另一结构——联络. 这里仍然先从一般纤

维丛上的联络开始介绍了它的三种等价定义:联络 1形式,水平分布与平行移动.

而后转入 G-主丛的联络的定义,并简要的证明了联络的活动标架表示,这在局部

计算中是有用的. 我们通过将主联络诱导在配丛上得到配丛的联络,进而得到向

量丛上的联络,即通常所谓的作用在光滑截面上的方向导数.

最后, 我们定义了向量丛截面的 Sobolev空间与 Hölder空间, 并证明了这两

种空间在局部平凡化下可用分量函数来等价定义. 为了简化今后的证明,我们还

证明了当底流形是紧致的时候, 局部地, 上述泛函空间和标准欧氏度量下定义的

相应的空间是等价的.

2.1 G-丛与配丛

本节主要讨论主丛与配丛的定义以及如何从主丛构造配丛,如何从配丛构造

主丛. 这为以后讨论丛上的诸如联络、规范变换等几何对象打好基础. 为了定义

主丛,我们先来看李群作用在光滑流形上的定义. 若非特别说明,本章用到的光滑

性皆指 C∞光滑.

定义 2.1 (群作用) 假设 G是一个李群,M 是一个光滑流形,称光滑映射 ρ:M ×
G→M 为M 上的一个右作用,若

(i) 对任意的 a ∈ G, Ra:M →M , Ra(x) = ρ(x, a)是一个微分同胚;

(ii) 对任意的 x ∈M , a, b ∈ G,有 ρ(x, ab) = ρ(ρ(x, a), b);

(iii) 对 G中的单位元 e,有 ρ(·, e)为M 上的恒等映射.

为简单起见,有时我们也将 ρ(x, a)简记为 x · a. 完全类似定义左作用.
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我们称作用 ρ 是自由地(freely), 如果存在 x ∈ M , 使得 ρ(x, a) = x 对某个

a ∈ G成立,则 a = e. 称作用 ρ是有效地(effectively),如果对任意的 x ∈ M ,都有

ρ(x, a) = x对某个 a ∈ G成立,则 a = e. 称作用 ρ是可迁地(transitively),如果对

任意的 x1, x2 ∈M ,都存在某个 a ∈M ,使得 ρ(x1, a) = x2.

注记 假设作用 ρ是自由的,即对任意的 a ∈ G,若 a ̸= e,则对任意的 x ∈ M 都
有 ρ(x, a) ̸= x (从而自由的作用也可理解为没有不动点的作用). 而按照有效作用

的定义,对任意的 a ∈ G,若 a ̸= e,则存在 x ∈ M 使得 ρ(x, a) ≠ x. 由此可见,自

由的作用一定是有效的.

首先我们来定义一般的纤维丛,以及如何从转移函数构造出纤维丛.

定义 2.2 (纤维丛) 假设 E,M,F 是光滑流形, π:E → M 是一个光滑映射,我们

称四元组 (E, π,M, F )为纤维丛,若下列条件成立

(i) 映射 π是满射;

(ii) 丛的局部平凡性: 存在M 的开覆盖 {Uα}α∈A ,以及光滑微分同胚

Φα: π
−1(Uα)→ Uα × F,

使得下列图 (Diagram)交换

E|Uα

Φα //

π

��

Uα × F

pr1zzttt
tt
tt
tt
t

Uα

.

这等价于,对任意的 x ∈ Uα, Φα(π
−1(x)) = {x} × F . 其中 pr1表示向第一分

量的投射,类似地定义 pr2.

一般地, 我们称上述定义中 (Uα,Φα)α∈A 为相应纤维丛的一个坐标图册 (at-

las).

对纤维丛,其实它完全由其转移函数决定.

定义 2.3 (转移函数) 假设 (E, π,M, F )是一个纤维丛, (Uα,Φα)α∈A 是其一个坐

标图册,称由

Φα◦Φ
−1
β (x, f) = (x,Φαβ(x)(f)),

决定的光滑映射

Φαβ:Uα ∩ Uβ → Diff(F ),

为纤维丛 (E, π,M, F )的转移函数. 其中 f ∈ F , Diff(F )为 F 上的全体光滑微分

同胚所构成的 (无限维李)群.
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注记 (i) Diff(F )的光滑结构我们并不是非常关心;

(ii) 容易验证,转移函数 {Φαβ}满足如下的cocycle条件Φαγ(x) = Φαβ(x)◦Φβγ(x), x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅

Φαα(x) = Id, x ∈ Uα,
(2.1)

其中 Id是 Diff(F )上的恒等映射.

为了简化下面从转移函数构造纤维丛过程中说明所构造的流形及映射的光

滑性,我们先给出以下引理.

引理 2.4 ([48, Theorem 2.1, p. 44]) 假设M 是一个集合, {Uα}α∈A 是M 的一个可

数开覆盖. Ψα:Uα →Mα是到光滑流形Mα的映射. 若它们满足以下条件

(i) 对任意的 x, y ∈ M , 要么存在 Uα, 使得 x, y ∈ Uα; 要么存在 Uα, Uβ , 使得

x ∈ Uα, y ∈ Uβ ,且 Uα ∩ Uβ = ∅(覆盖足够细);

(ii) 对任意的 β,若 Uα ∩ Uβ ̸= ∅,则 Ψα(Uα ∩ Uβ)是Mα的一个开子集;

(iii) 若 Uα ∩ Uβ ̸= ∅,则 Ψ−1
β
◦Ψα是从 Ψα(Uα ∩ Uβ)到Mβ 中其像集的微分同胚;

则存在M 上唯一的 (拓扑以及)微分结构,使得 Uα是开集,且 Ψα:Uα →Mα是微

分同胚.

命题 2.5 (从转移函数构造纤维丛) 假设M,F 是光滑流形, {Uα}α∈A 是M 的一

个开覆盖. 对任意的 Uα ∩ Uβ ̸= ∅,其上定义了光滑函数 Φαβ:Uα ∩ Uβ → Diff(F ).

若它们满足 cocycle 条件(2.1), 则存在纤维丛 (E, π,M, F ), 使得其转移函数恰好

是这些指定的函数簇.

证明 考察无交并 Ẽ: =
⊔

α∈A {α}×Uα×F ,并赋予A 以离散拓扑,使 Ẽ的拓扑

是由乘积拓扑 A ×M × F 所诱导的. 在 Ẽ 上定义等价关系如下

(α, x, f) ∼ (β, y, f̃) ⇐⇒ x = y, 且Φβα(x)(f) = f̃ .

由 cocycle条件,容易验证它确实是一个等价关系. 令 E = Ẽ/ ∼,即等价类全体.

其上有自然的商拓扑,记其自然投射 (将元素映到其等价类)为 q. 定义投影映射

π:E → M 为 π([(α, x, f)]) = x. 明显它与等价类的选择无关. 假设 U 是M 的一

个开集,易见 q−1(π−1(U))为开集 (A × U × F ) ∩ Ẽ,因此 π是连续的.

考察连续 (因为 q连续)映射

Ψα:Uα × F → E,

(x, f) 7→ q(α, x, f).
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注意到 π(q(α, x, f)) = x, 因此 Ψα(Uα × F ) ⊂ π−1(Uα). 反过来, 若 [(β, y, f̃)] ∈
π−1(Uα), 则按定义, 存在 (α, x, f) ∈ {α} × Uα × F 使得 (β, y, f̃) ∼ (α, x, f), 从

而 y ∈ Uα ∩ Uβ 且 Φαβ(x)(f̃) = f . 因此, Ψα(y,Φαβ(x)(f̃)) = q(α, x,Φαβ(x)(f̃)) =

[(α, x, f)] = [(β, y, f̃)]. 这就证明了 Ψα是 Uα × F 到 π−1(Uα)连续的一一映射,由

代数拓扑里的区域不变定理 (Invariance of domain),我们知道 Ψ−1
α 也是连续的.

于是, (π−1(Uα),Ψ
−1
α )α∈A 构成了 (拓扑)丛 E 的一个局部平凡化. 注意到,若

假设其坐标转换函数

Ψ−1
β
◦Ψα:Uα × F → Uβ × F,

满足

Ψ−1
β
◦Ψα(x, f) = Ψ−1

β
◦q(α, x, f) = (y, f̃),

则

(α, x, f) ∼ (β, y, f̃).

因此 x = y,且 f̃ = Φβα(x)(f). 故

Ψ−1
β
◦Ψα(x, f) = (x,Φβα(x)(f)),

可见在平凡化 (π−1(Uα),Ψ
−1
α )α∈A 下,转移函数恰为 {Φαβ}α,β∈A .

最后, E 的光滑结构由引理 2.4对 Ψ−1
α : π−1(Uα)→ Uα × F 应用即得.

当标准纤维 F 上有群作用时, 我们可以得到一类更好的纤维丛, 称为 G-丛.

可以认为它是对转移函数附加了好的结构.

定义 2.6 (G-丛) 假设 G是一个李群, (E, π,M, F )是一个纤维丛. 我们称该纤维

丛是一个G-丛,若下列条件成立

(i) 李群 G在 F 上有光滑左作用;

(ii) (局部平凡化的等变性)在纤维丛 (E, π,M, F )的坐标图册 {(Uα,Φα)}α∈A 下,

存在光滑映射 φαβ:Uα∩Uβ → G,使得转移函数满足Φαβ(x)(f) = φαβ(x) ·f .

我们将上述G-丛记作 (E, π,M, F ;G). 上述条件 (a)—(b)称为纤维丛 (E, π,M, F )

上的一个G-丛结构.

容易知道, {φαβ}α,β∈A 也满足 cocycle条件,我们称其为 G-丛 (E, π,M, F ;G)

的转移函数. 同时定义中的坐标图册 {(Uα,Φα)}α∈A 称为G-坐标图册.

特别地,若 F 是一个有限维线性空间 V , G ⊂ GL(V )则称 (E, π,M, V ;G)是

一个结构群为 G的向量丛,有时也简单的称为G-向量丛.

完全类似地,我们可以从转移函数构造出相应的 G-丛.
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命题 2.7 (从转移函数构造 G-丛) 假设M,F 是光滑流形, G是一个光滑李群,且

G在 F 上有光滑的左作用. {Uα}α∈A 是M 的一个开覆盖. 对任意的 Uα ∩Uβ ̸= ∅,
其上定义了光滑函数 φαβ : Uα ∩ Uβ → G. 若它们满足 cocycle条件(2.1),则存在

G-丛 (E, π,M, F ;G)使得其转移函数恰好是这些指定的函数簇.

证明 完全类似于从转移函数构造纤维丛,若我们令 Φαβ(x)(f): = φαβ(x) · f ,则
可构造出纤维丛 (E, π,M, F ),使得在开覆盖 {Uα}α∈A 作为开集的局部平凡化下

其转移函数恰为 {Φαβ}α,β∈A . 进而按照定义便知 G-丛中定义的第二个条件满足,

从而我们构造的纤维丛是 G-丛.

现在,假设 (E, π,M, F ;G)是一个G-丛, F̃ 是一个流形且G在 F̃ 上有光滑的

左作用. 由命题 2.7,我们可以构造G-丛 (Ẽ, π̃,M, F̃ ;G)与 (E, π,M, F ;G)具有相

同的转移函数.

定义 2.8 (配丛) 我们称上述构造的 G-丛 (Ẽ, π̃,M, F̃ ;G)为与 (E, π,M, F ;G)相

配的 G-丛. 有时简单地称 Ẽ 为 E 的配丛.

有了 G-丛的概念,很容易得到 G-主丛的定义.

定义 2.9 (G-主丛) 假设P,M是光滑流形,G是一个李群. 称G-丛 (P, π,M,G;G)

为以 G为结构群,M 为底流形, P 为全空间的G-主丛,如果其群作用恰是群的左

乘变换. 此时,我们记该 G-主丛为 P (π,M,G)或者 P (M,G)甚至 P .

李群 G 可以自由地右作用在主丛 P (M,G) 的全空间 P 上. 事实上, 假设

p = Φ−1
α (x, a),若定义右作用 P × G → P 为 p · b: = Φ−1

α (x, ab). 为了验证其与平

凡化的选取无关,注意到,若 p = Φ−1
β (x, ã),则

Φ−1
β (x, ãb) = Φ−1

α ◦(Φα◦Φ
−1
β )(x, ãb) = Φ−1

α (x,Φαβ(x)(ãb))

= Φ−1
α (x, φαβ(x) · (ãb̃)) = Φ−1

α (x, (φαβ(x) · ã) · b) = Φ−1
α (x, ab),

最后一步是因为, Φ−1
α (x, a) = p = Φ−1

β (x, ã),从而

(x, a) = Φα◦Φ
−1
β (x, ã) = (x, φαβ(x) · ã).

该右作用还是自由的. 事实上,假设存在 p ∈ P , p = Φα(x, a),使得 p · b = p,则

(x, a) = Φα(p) = Φα(p · b) = (x, ab) =⇒ b = e,

其中 e ∈ G是单位元. 由此可见该右作用是自由的.

一般称该右作用为主丛 P 的主右作用(principal right action).

当隐函数定理可以使用时,我们可以得到如下命题.

13
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命题 2.10 ([31, Section 18.3, Lemma]) 假设 P,M 是光滑流形, G 是李群. 若

π:P → M 是一个到上的淹没, 且 G 自由地右作用在 P 上, 使得 M = P/G,

则 P (π,M,G)是一个 G-主丛.

回忆,一个从光滑流形 P 到光滑流形M 的光滑映射称为是淹没(submersion),

如果其切映射的秩处处为 dimM .

由此,我们容易得到 G-主丛如下的等价定义

定义 2.11 (G-主丛;[20, Chapter 1, Section 5, p. 50]) 假设 P,M 是光滑流形, G是

一个光滑李群. 我们称 P (M,G, π)为M 上以 G为结构群的主丛,如果以下条件

成立:

(i) G自由地右作用在 P 上;

(ii) M = P/G,其中等价关系由 p1 ∼ p2当且仅当存在 a ∈ G,使得 p2 = p1a;且

自然投影映射 π:P →M 是光滑的;

(iii) P 是局部平凡的,即存在M 的开覆盖 {Uα}α∈A ,以及微分同胚 {Φα}α∈A ,使

得Φα: π
−1(Uα)→ Uα×G满足Φα(p) = (π(p), φα(p)),且映射φα: π

−1(Uα)→
G满足对所有的 p ∈ π−1(Uα), a ∈ G,有 φα(p · a) = φα(p)a.

上述定义中, P 称为全空间,M 称为底空间, G称为结构群, π称为投影映射.

在继续给出其它定义之前,我们作如下

注记 (i) 上述定义中群的作用是自由的其实可以从局部平凡化推出;

(ii) p ·G: = {p · a|a ∈ G} = π−1(π(p)),从而任意 x ∈M 处的纤维 π−1(x) ∼= G;

(iii) 对任意的 p ∈ π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ),我们有 φβ(pa)φ
−1
α (pa) = φβ(p)φ

−1
α (p). 因

此,我们可以定义映射

φαβ:Uα ∩ Uβ → G, φαβ(π(p)): = φβ(p)φ
−1
α (p).

映射簇 {φαβ}α,β∈A 统称为主丛 P (M,G, π)的转移函数.

(iv) 若定义包含映射 i: π−1(x) → P , 则 i∗(Tp(π
−1(p))) ⊂ TpP 称为 p处的纵空

间.

由命题 2.7我们可以利用转移函数局部地构造出给定 G-丛的配丛. 下面的方

法给出了从 G-主丛构造配丛的另一种方式. 假设 P (M,G)是一个 G-主丛, F 是

一个光滑流形. 又设 G在 F 上有左作用. 现在我们考虑右作用

r: (P × F )×G→ P × F

((p, f), a) 7→ (p · a, a−1 · f).

若记 P ×G F 为该右作用下的轨道空间,我们有以下

14
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命题 2.12 (从主丛构造配丛;[31, Section 18.7, Theorem]) 在如上假设下, 下列结

论成立

(i) P ×G F 具有唯一的光滑结构, 使得商映射 q:P × F → P ×G F 是淹没

(submersion);

(ii) 存在 π̄:P ×G F →M ,使得下图交换

P × F q−−−→ P ×G F

pr1

y π̄

y
P

π−−−→ M.

而且若定义 qp: = q(p, ·) → (P ×G F )|π(p),它还是一个微分同胚. 由此可以

给出 (P ×G F, π,M, F ;G)的一个G-丛结构. 我们称该G-丛为在左作用 l下

主丛 P 的配丛;

(iii) (P × F, q, P ×G F,G;G)也是一个主丛,且其主右作用是 r;

(iv) 若 {(Uα, φα)}α∈A , φα: π
−1(Uα)→ Uα×G是主丛的坐标图册,其对应的转移

函数是 φαβ:Uα ∩Uβ → G,则在左作用下, G-丛 (P ×G F, π̄,M, F ;G)的转移

函数也是 {φαβ}α,β∈A .

反过来,其实我们有

命题 2.13 (主丛与配丛的对应; [31, Section 18.8, Corollary]) 假设 G 在 G-丛

(E, π,M, F ;G) 的标准纤维 F 的左作用记作 l, 并将 (E, π,M, F ;G) 的转移函数

记作 {φαβ}αβ∈A ,则我们可以构造唯一的G-主丛 P (π,M,G)使得由左作用 l构造

的配丛恰好是原来的 G-丛 (E, π,M, F ;G).

2.1.1 G-丛的一些重要的配丛

给定一个 G-丛, 当我们选取不同的 G作用时, 从转移函数构造 G-丛的过程

知,可构造相应的与之相配的 G-丛.

首先来看线性作用,它将给出与原 G-丛相配的G-向量丛. 令 ρ:G → Aut(V )

是李群 G(在线性空间 V 上)的一个线性表示, 即 ρ是从 G到 Aut(V ) ∼= GL(V )

的一个群同态. 从而,群 G在 V 上有自然的左作用, G × V → V , (a, v) 7→ ρ(a)v.

这样, 给定一个 G-丛 (E, π,M, F ;G), 我们可以利用其转移函数以及群表示 ρ得

到与其相配的向量丛 (E, π,M, V ;G). 特别地, 当 G-丛是主丛 P 时, 将其配丛记

作 E: = P ×G V . 今后,在不至引起混淆时,我们分别将主丛和与之相配的向量丛

简记为 P 和 E.

当 (E, π,M, V ;G)是一个G-向量丛时,我们知道此时G ⊂ GL(V ). 因此G在

V 的自同构群 Aut(V ),或者自同态群 End(V )上有共轭作用 c, cA(B) = ABA−1,

15
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这里 A ∈ G ⊂ GL(V ) ∼= Aut(V ), B ∈ Aut(V ) ⊂ End(V ). 利用共轭作用, 我们

得到的与之相伴的 G-丛分别记为 Aut(E)与 End(E),称为 G-向量丛 E的自同构

丛与自同态丛.

一类重要的线性表示是 G在其李代数 g上的伴随表示 Ad. 假设 G的共轭记

作 ca:G→ G, ca(b) = aba−1,其在单位元 e处的切映射 dca(e): g→ g记作 Ad(a),

容易验证 a 7→ Ad(a)是 G到 Aut(g)的一个同态,从而给出了 G在 g上的一个线

性表示,称为伴随表示,记作 Ad. 给定 G-丛 (E, π,M, F ;G),其在伴随表示下的配

丛记作 gE , Ad(E)或者 E ×Ad g.

其次, 来看非线性表示 (作用). 给定 G-丛 (E, π,M, F ;G), 利用群 G 在其自

身的共轭作用c, c :G × G → G, c(a, b) = aba−1 = ca(b), 我们可得到与之相配的

G-丛,记作 AutG(E)或者 E ×c G,称为规范变换丛. AutG(E)的截面称为规范变

换,全体规范变换构成一个群,称为规范变换群,记作 G. 特别地,当 E 是 G-向量

丛时,AutG(E)是Aut(E)以及 End(E)的子丛,即纤维是Aut(V )以及 End(V )的

子群,而且转移函数落在 G ⊂ Aut(V ).

2.1.2 典型例子: 向量丛及其标架丛

我们将证明,向量丛 E 和其标架丛 F (E)是相配的丛.

假设M 是一个拓扑空间, E是M 上一秩为 n的向量丛. 我们称向量空间 Ex

的一个有序基为 x处的一个标架. 等价地,通过取给定标架下的坐标,我们可将一

个标架视为如下的线性同构

p:Rn → Ex.

记 Fx 为 x处的标架全体所成的集合. 明显地,一般线性群 GL(n,R)可以右作用
在 Fx上: 对任何 g ∈ GL(n,R),定义右作用为

p · g: = p◦g:Rn → Ex.

容易验证,该右作用是自由的也是可迁的. 从而,作为拓扑空间, Fx与GL(n,R)同
胚,但是应该注意, Fx 本身没有群结构,这是因为上述同胚映射并不是自然的,即

Fx上没有自然的标架.

E 的标架丛,记为 F (E),作为集合定义为所有标架的无交并:

F (E) =
⊔
x∈M

Fx.

F (E)的每个元素由 (x, p)表示,其中 p为 x ∈ M 处的一个标架. 为了说明 F (E)

是一个主丛,我们定义自然投射 π:F (E)→ M , (x, p) 7→ x. 以及 GL(n,R)的右作
用 (x, p) · g: = (x, p◦g). 容易看出,该右作用是自由的,而且其轨道恰好是 π−1(x).
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最后,我们来定义其拓扑结构和丛结构. 令 (Uα, ϕα)是 E 的局部平凡化. 则对任

何 x ∈ Uα,我们有线性同构 ϕα,x: = ϕα|x:Ex → Rn. 由此,我们可以定义

ψα: π
−1(Uα)→ Uα ×GL(n,R), ψα(x, p) = (x, ϕα,x◦p).

我们规定 F (E)上的开集为 π−1(Uα). 自此,我们可以验证 F (E)是 M 上一个以

GL(n,R)为结构群,以 {(Uα, ψα)}为局部平凡化的主丛. 而且 F (E)的转移函数

和 E 的转移函数一致. 此外, 当 E 是光滑向量丛时, F (E)也是光滑的 GL(n,R)
主丛.

事实上,按照纤维丛转移函数 {ψαβ}的定义,若记 q = ϕβ,x◦p,则

(x, ψαβ(x)(q)): = ψα◦ψ
−1
β (x, q) = ψα(x, p) = (x, ϕα,x◦p) = (x, ϕα,x◦ϕ

−1
β,x
◦q),

可见 ψαβ(x) = ϕα,x◦ϕ
−1
β,x = ϕαβ(x),这即验证了转移函数是一致的.

2.2 Ehresmann联络与曲率

一般纤维丛上的联络, 它一般称为 Ehresmann 联络. Ehresmann 将向量丛上

的联络定义中的微分算子完全丢掉,只利用平行性提出联络的公理化. 而且它保

留了向量丛上联络 (共变微分) 的主要特性: 平行移动, 曲率, 和乐群. 一般而言,

联络有好几种等价定义. 下面我们按照联络 1-形式,水平分布,平行移动的顺序来

讨论.

2.2.1 纤维丛上的联络

假设 (E, π,M, F )是一个纤维丛,考察 π∗:TE → TM ,其核 kerπ∗: = E⊥ 称

为 E 的垂直切丛(vertical bundle). 由于 π∗|p:TpE → Tπ(p)M 是到上的线性映射,

且 E⊥
p = kerπ∗|p,故由同态基本定理知 TpE/ kerπ∗|p ∼= TpM ,特别地 dimTpE =

dimE⊥
p + dimM .

定义 2.14 (纤维丛的联络 1-形式) 假设 (E, π,M, F ) 是一个纤维丛, 其上的一

个联络 1-形式是E上一取值于E⊥的光滑 1-形式 υ ∈ Ω1
E(E

⊥),若视 υ:TE → E⊥,

则要求它是一个投影映射,即

υ◦υ = υ, Im υ = E⊥.

有了联络 1-形式的概念,很容易得到曲率

定义 2.15 (曲率) 假设 υ 是纤维丛 (E, π,M, F ) 上的联络 1-形式, 定义该联络

的曲率为

R(υ): = 1

2
[υ, υ] ∈ Ω2

E(E
⊥),
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其中, [·, ·]是 Frölicher-Nijenhuis括号积,即

R(υ)(X,Y ) = υ([(Id−υ)X, (Id−υ)Y ]), ∀X,Y ∈ Γ(TE).

由于 υ 是常秩的 (回忆 υ|p:TpE → E⊥
p ⊂ TpE 是线性映射,则由线性代数中

的秩-零化度定理 (rank–nullity theorem)知 dimTpE = dimker υ|p + dim Im υ|p,从
而 dimker υ = dimM ), E⊤: = ker υ 是 TE 的一个子向量丛,它称为水平切丛. 由

投影映射的基本性质知

TE = E⊤ ⊕ E⊥, TpE = E⊤|p ⊕ E⊥|p, ∀p ∈ E.

由此,我们得到联络的水平分布定义

定义 2.16 纤维丛 E 上的联络是 TE 的一个光滑子丛 H ,它满足

(i) 对任意的 p ∈ E, Hp ⊂ TpE 是一个子向量空间,称为 p处的水平子空间;

(ii) Hp光滑依赖于 p;

(iii) 对任意的 p ∈ E, TpE = E⊥
p ⊕Hp,即 E⊥

p ∩Hp = {0},且 TpE = E⊥
p +Hp.

我们称满足 (a)-(c)的子丛 H 为联络的水平子丛,有时也称 H 为水平分布.

利用维数相等知 π∗|p作为线性映射,给出了 E⊤
p 到 TpM 的同构. 利用该同构

可以得到切向量水平提升的概念.

定义 2.17 (水平提升) 假设 E 是M 上一个纤维丛.

• 称一个切向量场 X̃ ∈ Γ(TE)为水平向量场,如果 X̃p ∈ E⊤
p , ∀p ∈ E.

• E 中一条曲线称为是水平曲线, 如果其切向量场是沿着曲线的一个水平向

量场.

• 对给定的 p ∈ E, 以及 X ∈ Tπ(p)M , 我们称 X̃ ∈ TpE 为 X 的水平提升向

量(horizontal lifting),如果 π∗|p(X̃) = X . 因为 π∗|p是 E⊤
p → Tπ(p)M 的同构,

我们知道水平提升向量是存在唯一的.

• 给定M中一条曲线 γ(t),称E中的曲线 γ̃(t)是 γ的提升曲线,如果 π◦γ̃ = γ.

• 曲线 γ 在 E 中的提升曲线 γ̃ 若是水平的,则称为 γ 的水平提升曲线.

给定联络一形式,利用一阶常微分方程组的存在唯一性定理 (Picard–Lindelöf

theorem),水平提升曲线是存在唯一的.
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命题 2.18 ([47, Chapter 8, Proposition 7, p. 363-364]) 假设 (E, π,M, F )是一个纤

维丛, υ是其上的联络 1-形式. 给定 x ∈ M 以及M 中的曲线 γ(t), γ(0) = x,对任

何 p ∈ E,满足 π(p) = x,存在充分小的 ε > 0,使得在 t ∈ [0, ε]上存在唯一的水平

提升曲线 γ̃(t),满足 γ̃(0) = p.

下面我们来看沿着逐段光滑曲线 γ(t)的平行移动.

定义 2.19 ([36]) 假设 (E, π,M, F )是纤维丛, L 是M 上逐段光滑曲线所成的集

合. 给定连接 x0与 x1的曲线 γ01: = γ(t) ∈ L , t ∈ [x0, x1],定义沿着 γ01的平行移

动是从 E1 → E0的微分同胚 P(γ01),其中 Ei: = π−1(xi),且满足以下公理

(i) 对另一曲线 γ12,定义 γ02: = γ01γ12,有

P(γ02) = P(γ01)◦P(γ12);

(ii) 对 γ01的反向曲线 γ10,有

P(γ10) = P−1(γ01);

(iii) P (αγ)“光滑”的依赖于 αγ 及其端点.

按照上述定义, 给定联络时, 利用曲线的水平提升, 容易得到沿该曲线的平

行移动. 具体地, 假设 αγ(t), t ∈ [a, b], 是 M 中连接 x0, x1 的一条曲线, 由命

题 2.18, 对任意的 p ∈ Ex1 , 存在唯一的水平提升曲线 α̃γ(t), t ∈ [a, b]. 则定义

P(αγ01)(p) = α̃γ(b).

当纤维 F 还具有其他结构时, 例如群作用, 线性空间等, 我们还需要平行移

动保持这种结构. 这种保持是通过平行移动在如下的局部平凡化下的表现来刻

画的. 对任一局部平凡化 Φ: π−1(U) → U × F , 以及任一曲线 γ01 ⊂ U , 若令

Φi: = Φ|π−1(xi),定义微分同胚 τ01: = Φ0◦P(γ01)◦Φ−1
1 : (x1, F ) → (x0, F ). 所有 F 上

的结构,我们都通过 τ01来搬到丛上. 例如, F 有线性结构,则要求 τ01是线性变换.

F 有群作用 ρ时,要求 τ01◦ρ = ρ◦τ01.

2.2.2 G-丛的联络及其局部表示

尽管我们可以讨论一般纤维丛上的联络 (Ehresmann connection),但是本文主

要用到的还是 G-丛上的联络. 由前面的讨论知道,给定 G-丛,可以构造出与之相

伴的 G-主丛;此外,任何与之相配的 G-丛都是与该 G-主丛相配的 G-丛. 因此,我

们首先讨论G-主丛上的联络,然后再讨论与之相配的G-丛的联络,最后讨论特殊

的 G-向量丛上的联络.
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定义 2.20 假设 P (M,G)是一个 G-主丛, Ra 是主丛 P 上的主右作用. P 上一个

Ehresmann联络 υ称为是主联络,若 υ作为纤维丛的投影 TP → P⊥,当视为 P 上

取值于 P⊥的 1-形式时,关于主右作用是G等变的. 即,对任意的 p ∈ P 以及任意
的 X ∈ TpP ,

υRa(p)(Ra∗|pX) = Ra∗|p(υ|p(X)). (2.2)

上述条件有时也称为 υ是Ra自相关的 (Ra-related).

特别地,

Rp
−1
∗ |e◦υ:TpE → g,

Xp 7→ ω(Xp): = Rp
−1
∗ |e◦υ(Xp),

定义了 P 上一 g-值的 1-形式 ω,其中 e ∈ G是单位元, Rp(a): = Ra(p),称 ω 为联

络 υ的李代数值的联络 1-形式.

假设 P (M,G)是一个主丛, g是 G的李代数. 对任意的 X ∈ g,以及 p ∈ P ,
定义基本向量场X♯(p) = d

dt

∣∣
t=0

p · exp(tX) = Rp∗|e(X), 这里的右作用是 G 在

P 上的主右作用. 在这里, 我们引用关于基本向量场的基本事实, 其证明可参考

[47, Chapter 8]

命题 2.21 ([47, Chapter 8, Proposition 2, p. 352-353]) 假设 Ra是主丛 P (M,G)的

主右作用,则关于基本向量场有

Ra∗|p(X♯(p)) =
(
Ad(a−1)X

)
(Ra(p)), ∀X ∈ g.

利用基向量场,我们可以从李代数值的联络 1-形式 ω得到主联络 υ.

命题 2.22 ([31, Section 19.1, Lemma, p. 229]) 假设 ω ∈ Ω1(P, g)是主联络对应的

李代数值的 1-形式. 则有

(i)

ω(X♯(p)) = X, ∀X ∈ g,

它表明, ω可以从基向量场重新得到该向量场的生成元;

(ii)

(R∗
aω)(Xp) = ω(Ra∗|p(Xp)) = Ad(a−1)(ω(Xp)), ∀a ∈ G,Xp ∈ TpP,

即 ω是 G等变的.

反过来,假设 ω ∈ Ω1(P, g)满足 G等变性,则由

υ(Xp): = Rp∗|e(ω(Xp)),

定义的 υ给出了主丛 P 上一联络.
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若用水平分布的概念,我们可以将联络定义如下

定义 2.23 假设 P (M,G)是一个 G-主丛,其上一个 (Ehresmann)联络 H 称为 P

上一个主联络 (principal Ehresmann connection), 如果 H 作为 P 的水平切丛关于

G的主右作用是不变的,即

H|p·a = Ra∗|p(Hp), ∀p ∈ P, a ∈ G,

这里 Ra是主丛 P 上的主右作用.

可以直接验证,由主联络定义的水平分布满足上述等变性.

同样,我们可以利用平行移动来定义主联络.

定义 2.24 假设 P 是主丛 P (M,G)作为纤维丛的平行移动,我们称 P 是主平行
移动, 若由连接 x0, x1 ∈ M 的曲线 γ01 以及局部平凡化 Φi: π

−1(Ui) → Ui × F ,

Ui ∋ xi, i = 0, 1,定义的微分同胚

τ01 = Φ0◦P(αγ01)◦Φ−1
1 : (x1, G)→ (x0, G),

满足

(i) 存在 a01 ∈ G,使得 τ01(x1, b) = (x0, a01 · b), ∀b ∈ G;

(ii) 视 x1为动点时,上述 a01关于 x1(作为曲线的弧长参数)是 G上一逐段光滑

曲线,且在 x1 = x0时, a01 = e为 G中单位元. 此外,M 中在 x0处两条具有

相同切向量 X 的曲线,由 τ 定义了 G上在 e处相切的两条曲线,记其切向

量为 θ(x0, X) ∈ g,我们要求 θ(x0, X)关于 x0, X 光滑.

同样可以验证,由主联络的水平提升定义的平行移动是主平行移动.

可以证明G-主丛上存在主联络 (要求底流形是仿紧的 (paracompact))[31, Sec-

tion 17.9, Theorem].

下面, 我们来看主联络的局部表示. 假设 P (π,M,G) 是一个主丛, {Φα, Uα},
Φα:P |Uα → Uα × G是其局部平凡化并记其转移函数为 Φαβ . 定义局部截面 sα ∈
Γ(P |Uα), Φα(sα(x)) = (x, e). 则可以验证 sα · Φαβ = sβ . 事实上, Φα(sβ(x)) =

ΦαΦ
−1
β (x, e) = (x,Φαβ(x)),因此 sβ(x) = Φ−1

α (x, e · Φαβ(x)) = Φ−1
α (x, e)Φαβ(x) =

sα(x)Φαβ(x). 利用 {sα},我们可以得到联络的活动标架表示 (Cartan moving frame

version).

命题 2.25 ([31, Section 19.4, Lemma]) 假设 υ 是 P (M,G)上一主联络, ω 是其对

应的 g值的联络 1形式. 定义

ωα: = s∗αω ∈ Ω1(Uα, g).
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则

ωα = Ad(Φ−1
βα)ωβ +Θβα,

其中 Θ ∈ Ω1(G, g)定义为 Θ(X): = [La−1 ]∗|aX , X ∈ TaG, 这里 L表示李群的左

乘. Θ称为左Maurer-Cartan形式. 并记 Θαβ: = Φ∗
αβΘ ∈ Ω1(Uαβ, g).

注记 一般地,我们称李群 G上左不变的 1形式为Maurer-Cartan形式,它们可由

单位元处的一形式通过 L∗
a−1 拉回而生成,故其全体是一个 dimG维的线性空间.

容易验证上述定义的 Θ是左不变的 1形式. 当 G嵌入到一般线性群 GL,一种常

见的左不变 1形式是如下的矩阵值的 1形式

ω(a): = a−1da, ωij(a) = aikdakj.

事实上

[L∗
a−1
0
ω](a−1

0 a) = (a−1
0 a)−1d(a−1

0 a) = a−1a0a
−1
0 da = a−1da = ω(a), ∀a0 ∈ G.

证明 事实上, 按照定义我们知道 sα(x) = sβ(x)Φβα(x) = Ra(sβ(x)). 其中 a =

Φβα(p)) ∈ G, Ra(·) = R(·, a)是主右作用. 为记号方便,令 p = sα(x), q = sβ(x).

直接计算有,对 ξx ∈ TUα,

ωα(ξx) = ω(sα∗|xξx) = ω(R∗|(q,a) ((sβ∗|xξx, 0a) + (0q,Φβα∗|xξx))

= ω([R(·, a)]∗sβ∗|xξx) + ω([R(q, ·)]∗|a[Φβα]∗|xξx)

= Ad(a−1)(ω(sβ∗|xξx)) + ω([R(q, ·)]∗|a[La◦La−1 ]∗[Φβα]∗|xξx)

= Ad(a−1)(ωβ(ξx)) + ω([R(q, ·)]∗|aLa∗Θβα(ξx))

这里我们应用了命题 2.21以及 Θ的定义,

La−1∗[Φβα]∗|x(ξx) = Θβα(ξx) ∈ g.

现在

[R(q, ·)]∗|aLa∗|e = [R(qa, ·)]∗|e.

由于 υ是主联络,由命题 2.22(i)知

ω(R(qa, ·)∗X) = ω(X♯) = X, X = Θβα(ξx) ∈ g.
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2.2.3 主联络的共变外微分

假设 P (π,M,G)是一个主丛,其联络记为 υ. 考察水平投影映射

χ: = IdTP −υ:TP → TP,

容易验证它满足如下性质

χ◦χ = χ, Imχ = P⊤, kerχ = P⊥,

且由(2.2),对任何 g ∈ G,
χ◦(Rg)∗ = (Rg)∗◦χ.

现在, 假设 W 是一个有限维向量空间 (例如李代数 g), 定义 χ∗: Ω(P ;W ) →
Ω(P ;W ),这里 Ω(P ;W )表示取值在W 中的 P 上的微分形式全体,

(χ∗ϕ)p(X1, . . . , Xk) = ϕp(χ(X1), . . . , χ(Xk)), ϕ ∈ Ωk(P ;W ), X1, . . . , Xk ∈ TpP.

定义 2.26 若 ω为联络 υ对应的取值在李代数 g的联络 1形式,则共变外微分dω
定义为

dω: Ω
k(P ;W )→ Ωk+1(P ;W ), dω: = χ∗◦d.

可以证明共变外微分的如下基本性质.

命题 2.27 ([31, Section 19.5, Theorem]) 假设 dω 定义如上,则

(i) dω(ϕ∧ψ) = dω(ϕ)∧ χ∗ψ+ (−1)deg ϕχ∗ϕ∧ dω(ψ),其中 ϕ, ψ是取值于 R的实
形式;

(ii) dωω = Q是 g值的曲率 2形式;回忆曲率 R(υ)取值在 E⊥ 中,我们可以定

义联络 υ的李代数值的 2形式 Q ∈ Ω2(P ; g)如下

Q(Xp, Yp): = −(R−1
p )∗|eR(υ)(Xp, Yp).

(iii) dωQ = 0,即Bianchi恒等式;

(iv) dω◦dω = χ∗◦i(R(υ))◦d,其中 i(R(υ))是由曲率 R(υ) ∈ Ω2(P ;P⊥)决定的分

次代数导数(algebraic graded derivation), 其定义可以参考 [31, Section 16.2,

Theorem].

2.2.4 主联络在配丛上的诱导联络

假设 P (π,M,G)是一个主丛,其右作用记为 r:P×G→ P ,假设 l:G×F → F

是其结构群 G在光滑流形 F 上的一个左作用. 由命题 2.12我们知道可以构造配
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丛 P [F ] = P [F, l] = P ×G F . 若 υ ∈ Ω1(P, P⊥)是主丛 P 的主联络. 配丛 P [F ]的

联络 ῡ由下列交换图定义

TP × TF υ×Id−−−→ TP × TF T (P × F )

q∗

y q∗

y q∗

y
TP ×TG TF

ῡ−−−→ TP ×TG TF T (P ×G F ).

其中, q:P × F → P ×G F 是商映射, TG 为 G 的切丛, 它是一个李群1. 而且,

TP ×TG TF = P [F ]⊤为配丛的水平切丛, P ×G TF = P [F ]⊥为配丛的垂直切丛.

可以验证, υ × Id是 TG不变的,而且 ῡ确实是一个投影映射. 而且 ῡ限制在每条

纤维上是线性的, Im ῡ = P [F ]⊥. 这说明 ῡ确实是一个联络.

2.2.5 主联络在配向量丛上的诱导联络

假设 P (π,M,G)是一个主丛, ρ:G→ GL(V )是结构群G在线性空间 V 上的

一个表示 (即 ρ是群同态). 考察与主丛 P 相配的向量丛 (E: = P [V, ρ], π,M ;V ).

可以证明 T (E): = TP ×TG TV 有两个向量丛结构,它们的投射分别为

πE:T (E)→ P ×G V = E, π∗◦ pr1:T (E)→ TM.

现在, 对 P 上的主联络 υ ∈ Ω1(P ;P⊥), 按照第 2.2.4 小节定义诱导联络 ῡ ∈
Ω1(E;E⊥). 容易验证, 上述诱导联络关于如上提及的向量丛上的两个丛结构都

是线性的. 从而称为配丛 E 上的线性联络.

2.2.6 向量丛的共变微分

假设 (E, π,M)是一个向量丛, ῡ 是 E 的一个线性联络. 记 vlE:E ×(πE ,M,πE)

E2 → E⊥, vlE(ξp, ηp): = d
dt

∣∣ |t=0(ξx + tηx)为垂直提升. 假设 s:N → E是从光滑流

形 N 到 E 的光滑映射, X ∈ Γ(TN)是切向量场,定义 s沿着 X 的共变微分为

∇Xs: = pr2 ◦ vl
−1
E
◦ῡ◦s∗◦X.

1假设 µ 为李群 G 中的乘法, ν 为李群 G 中的逆, 定义 µa 为左乘 a, µb 为右乘 b. 则 TG 的乘法为 µ∗,
µ∗|a,b(ξa, ξb) = (µb)∗|aξa + (µa)∗|bξb. 由此,易知 TG的逆为 ν∗, ν∗|aξa = −(µa−1)∗|e(µa−1

)∗|aξa.
2我们称流形间的两个映射 fi:Mi → N 是横截的如果对任何 y ∈ N ,有

f1(x1) = y = f2(x2) =⇒ Im(f1∗|x1) + Im(f2∗|x2) = TyN.

可以证明此时,拉回拓扑空间

M1×(f1,N,f2): = {(x1, x2) ∈ M1 ×M2|f1(x1) = f2(x2)} ,

是M1 ×M2 的子流形. 进一步地,我们可以验证它是一个纤维丛,其中丛结构由万有覆盖性质决定.
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特别地,假设 f :N → M 是一个固定的光滑映射. 记 C∞
f (N,E)为 E 中沿着 f 的

向量场,即所有的光滑映射 s:N → E,使得 πE◦s = f . 则C∞
f (N,E)和拉回丛 f ∗E

的截面是线性同构的. 而此时共变微分可以视作

∇: Γ(TN)× C∞
f (N,E)→ C∞

f (N,E)

的双线性映射. 容易验证共变微分满足如下的基本性质, 其证明请参考 [31, Sec-

tion 19.12, Lemma].

(i) ∇Xs是C∞(N)线性的. 特别地,对Xx ∈ TxN ,可以定义∇Xxs:C
∞
f (N,E)→

Ef(x)为 ∇Xxs: = (∇Xs)(x);

(ii) ∇Xs关于 s ∈ C∞
f (N,E)是 R-线性的;

(iii) ∇X 具有导性,即

∇X(hs) = dh(X)s+ h∇Xs, ∀h ∈ C∞(N);

(iv) 假设 h:H → N 是光滑流形间的映射,则对 Yy ∈ TyH ,有

∇h∗Yys = ∇Yy(s◦h).

若 Y ∈ Γ(TH), X ∈ Γ(TN)是 h-相关的,则

∇Y (s◦h) = (∇Xs)◦h.

2.2.7 向量丛的共变外微分

假设 (E, π,M)是一个向量丛, ∇是它的一个共变微分. 对光滑映照 f :N →
M , 令 Ω(N, f ∗E)为取值在 f ∗E 中的 N 上的微分形式全体. 我们也可将其视为

N 上取值为 E 中沿着 f 的向量场. 可以验证 Ω(N, f ∗E)为一个分次 Ω(N)-模.

定义 2.28 假设Xi ∈ Γ(TN),E,∇如上. 则定义 d∇: Ω
p(N, f ∗E)→ Ωp+1(N, f ∗E)

为

(d∇η)(X0, . . . , Xp) =

p∑
i=0

(−1)i∇Xi
η(X0, . . . , X̂i, . . . , Xp)

+
∑

0≤i<j≤p

(−1)i+jη([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp).

我们称其为共变外微分.

可以证明,如上定义的向量丛的共变外微分满足
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命题 2.29 ([31, Section 19.13, Lemma]) (i) 对任何 s ∈ Ω0(N, f ∗E),有

(d∇s)(X) = ∇Xs;

(ii) d∇(ϕ ∧ η) = dϕ ∧ η + (−1)deg ϕϕ ∧ d∇η;

(iii) 对光滑函数 h:H → N ,以及 η ∈ Ω(N, f ∗E),有 d∇(h
∗η) = h∗(d∇η).

我们继续给出关于向量丛的一些基本的定义以及事实. 假设 E 是M 上一个

具有度量的 G-向量丛,其上有共变微分∇. 我们称 ∇是度量相容的,如果

d ⟨σ, η⟩ = ⟨∇σ, η⟩+ ⟨σ,∇η⟩ , ∀σ, η ∈ Γ(E).

定义共变外微分 d∇的形式伴随为

d∗∇(σ ⊗ η): = (−1)k dimM+1 ∗ d∇ ∗ (σ ⊗ η), σ ∈ Γ(E), η ∈ Ωk
M(TM),

其中 ∗是Hodge星算子. Ωk(E)上的整体内积定义为

(σ⊗ η, σ′⊗ η′): =
∫
M

⟨σ ⊗ η, σ′ ⊗ η′⟩ ∗ 1 =

∫
M

⟨σ, σ′⟩ ⟨η, η′⟩ ∗ 1 =

∫
M

⟨σ, σ′⟩ η∧∗η′.

关于 d∇ 与 d∗∇, 我们需要如下分部积分公式的简单形式, 对 σ, σ′ ∈ Γ(E) 以及

η ∈ Ω1
M(TM),∫

∂M

⟨σ, ν (σ′ ⊗ η)⟩ iν(∗1) = (d∇σ, σ
′ ⊗ η)− (σ, d∗∇(σ

′ ⊗ η)), (2.3)

其中 ν 是 ∂M 的单位外法向, iν(∗1)是 ∂M 上关于诱导定向的体积形式. 为了简

单起见,在不至混淆的情况下,我们将不区分 ∇与 d∇以及 ∇∗与 d∗∇.

假设 AutGE是 E 的规范变换丛, gE 是 E 的李代数丛. 我们知道存在逐点定

义的指数映照exp: Γ(gE)→ Γ(AutGE). AutGE 和 gE 作为 End(E)的子丛,有如

下的诱导联络

(∇S)(σ): = ∇(Sσ)− (−1)kS ∧∇σ, σ ∈ Γ(E), S ∈ Ωk
M(End(E)),

其中我们将 S ∈ Γ(AutGE)视作 End(E)的子丛.

我们通过下标 ∇A, ∇A0 来区分不同的联络,有时也简单的称 A, A0为联络规

范变换 S ∈ Γ(AutGE)可以通过 “拉回”作用在联络 A上

∇S∗(A)(·) = S−1∇A(S(·)),

即

S∗(A) = A+ S−1∇AS.
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2.3 Sobolev空间与 Hölder空间

为了本文的需要,我们需将关于函数的 Sobolev空间与 Hölder空间推广到向

量丛的截面的情形.

假设 M 是一个黎曼流形, 除非特别说明, 在本节中 M 不一定可定向, 也不

一定紧致无边. 在定义 Sobolev空间之前,我们首先回忆流形上积分的定义. 取定

M 的一个坐标图册 {(Uα, ϕα)}α∈A , 以及从属于 (subordinate) 该开覆盖的单位分

解 {ψα}α∈A ,
∑

α∈A ψα = 1|M , suppψα ⊂ Uα,对任意的 α ∈ A . 对 f ∈ C∞
0 (M),M

上的具有紧致支撑集的光滑函数,定义其积分为∫
M

f : =
∑
α∈A

∫
ϕα(Uα)

ψα◦ϕ
−1
α · f ◦ϕ−1

α

√
det(dϕα(g)).

上述求和是有限项的求和,因为M 是仿紧的.

假设向量丛 (E, π,M, F ) 具有度量且有与该度量相容的联络 ∇E: Γ(E) →
Γ(T ∗M ⊗ E). 在向量丛 ⊗qT ∗M ⊗ E 上有诱导的度量,以及由 ∇E 和M 的 Levi–

Civita联络 ∇M 诱导的联络

∇: Γ(⊗qT ∗M ⊗ E)→ Γ(⊗q+1T ∗M ⊗ E),

其定义为

(∇T )(X0, X1, . . . , Xq) = ∇E
X0
(T (X1, . . . , Xq))−

q∑
i=1

T (X1, . . . ,∇M
X0
Xi, . . . , Xq),

其中 T ∈ Γ(⊗pT ∗M ⊗ E),而 X0, X1, . . ., Xq ∈ Γ(TM).

假设 Γ0(E)记为 E 的具有紧致支集的光滑截面全体. 对 1 ≤ p < +∞,我们

定义 T ∈ Γ0(E)的 Lp-模为

∥T∥p: =
(∫

M

|T |p
)1/p

.

当 p =∞时,定义

∥T∥∞: = sup
x∈M
|T (x)|.

利用联络 ∇,我们得到W k,p-Sobolev模的定义

∥T∥k,p: =

(
k∑

j=0

∥∇jT∥pp

)1/p

=

(
k∑

j=0

∫
M

|∇jT |p
)1/p

,

当 p =∞时,

∥T∥k,∞: = sup
j≤k
∥∇jT∥∞,

27



第 2章 预备知识

我们称 Γ0(E)在 W k,p-Sobolev模下的完备化为向量丛 E 的截面的W k,p-Sobolev

空间,记作W k,p(E). 按照定义,它是一个 Banach空间. 此外当 p > 1时,它还是自

反的(reflexive).

应该注意, 上述定义的 Sobolev 模依赖于丛以及底流形的度量和联络 (都要

求是度量相容的). 但当 Σ紧时,可以证明等价度量给出的 Sobolev模也是等价的,

从而作为集合W k,p(E)不依赖与度量与联络的选取. 事实上,我们更精细的有

命题 2.30 假设 E 是紧流形M 上一个向量丛, T ∈ W k,p(E)当且仅当在局部平

凡化 Φα : π−1(Uα) → Uα × V 下, T 的分量函数是 K ⊂⊂ Uα, ∀α ∈ A ,上的W k,p

函数.

证明 为简单起见,我们只对W 1,p(E)验证. 我们知道,在局部平凡化 (Φα, Uα)下,

E 有局部截面 {µα}rank(E)
α=1 ,事实上取 V 的一个基 {eα}rank(E)

α=1 ,则局部截面 µβ(x) =

Φ−1
α (x, eβ)就满足要求 (因为 Φα|π−1(x) 是线性同构). 这样,我们得到 T 在该局部

标架下的系数

T = T αµα.

又设M , E 的度量分别是 g, h,度量相容的联络分别是 ∇M , ∇E ,且局部地 (在 Uα

上),

∇M
∂i
∂j = Γk

ij∂k, ∇E
∂i
µα = Aβ

iαµβ.

这样,

∇ET = ∇E
∂i
(T αµα)⊗ dxi =

(
∂jT

β + T αAβ
jα

)
µβ ⊗ dxj: = T β

;jµβ ⊗ dxj.

因而,

|T |2 = hαβT
αT β, |∇ET |2 = hαβg

ijTα
;i T

β
;j .

注意到, gij , hαβ 作为紧流形M 上的光滑函数,和 δij , δα,β 等价,而 Aβ
iα 是有界的.

我们可以用欧氏模来替代上述模,即

|T |2 ∼
∑
α

(T α)2, |∇T |2 ∼
∑
i,α

{
(∂iT

α)2 + (Tα)2
}
. (2.4)

事实上,假设在 Uα中,我们有
1

C
I ≤ (gij) ≤ CI,

1

C
I ≤ (hαβ) ≤ CI, |Aβ

iα| < C.

从而,
1

C
(Tα)2 ≤ |T |2 = hαβT

αT β ≤ C(T α)2,

1

C2
(T α

;i )
2 ≤ |∇ET |2 = hαβg

ijTα
;i T

β
;j ≤ C2(T α

;i )
2,

(T α
;i )

2 ≤ ((∂iT
α) + (Aα

iβ)(T
β))2 ≤ 2(∂iT

α)2 + 2C2 dimM rank(E)(Tα)2,

(∂iT
α)2 = T α

;i − Aα
;iβT

β =⇒ (∂iT
α)2 ≤ 2(T β

;i )
2 + 2C2 dimM rank(E)(Tα)2.
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可见, (2.4)成立,进而欧氏模和黎曼度量下的模 (L∞)可相互控制.

为了计算 T 的 Sobolev模,取从属于 {Uα}的一个单位分解 {ψα},则按照定
义,令 ϕα : Uα → RdimM 是M 的局部坐标卡,则

∥T∥p1,p =
∫
M

(|∇T |p + |T |p)

=
∑
α

∫
ϕα(Uα)

ψα◦ϕ
−1
α · (|∇T |p + |T |p) ◦ϕ−1

α

√
det(dϕα(g)).

由模的等价性,易见结论成立.

下面来看 Hölder空间的定义. 假设 (E, π,M)是一个具有度量的向量丛, ∇E

是其上一个度量相容的联络. 若M 的内射半径 (injectivity radius)iM > 0,对 T ∈
Γ(E),以及 B ⊂M , diam(B) < iM ,定义 [34, Sec. 10.2.4]

osc(T ;B): = sup {|T (x)− T (y)||x, y ∈ B} ,

其中我们利用∇E 将 T 沿着连接 x与 y的唯一最短测地线作平行移动 (反向平行

移动得到的距离相等). 而半模定义为

[T ]α = sup
{
d−α osc(T ;Bd(x))|0 < d < iM , x ∈M

}
.

有了 Cα半模的概念,我们容易得到 Ck,α模的定义.

∥T∥k,α: =
k∑

j=0

∥∇jT∥∞ + [∇kT ]α.

E 上全体具有有限 Ck,α模的截面所成的空间称为Ck,α(E)-Hölder空间.

由 Sobolev空间中的讨论知,要证 T ∈ Ck,α(E)当且仅当 T 的分量是 Ck,α函

数,只需要说明 T 的欧氏模与黎曼模等价. 类似地,在 Hölder模的情形,我们有

命题 2.31 假设 E 是紧流形M 上一向量丛, B ⊂ (M, g), diam(B) < iM (与M 的

度量有关),是M 上一个区域. 则对任意的 T ∈ Ck,α(E),存在常数 C,使得

1

C
∥T∥δk,α;B ≤ ∥T∥k,α;B ≤ C∥T∥δk,α;B,

这里, ∥ · ∥δk,α;B 指在测地法坐标下,视 B 为欧氏区域,并给予欧氏度量下的模.

证明 我们仅对 k = 1的情形给予证明. 回忆,对 diam(B) < iM ,可以定义测地

法坐标,使得对任意的 x ∈ B,在该坐标系下, gij|x = δij , gij,k|x = 0. 因而,由度量

的连续性,存在 C(g,B)使得

∥gij − δij∥∞;B + ∥gij,k∥∞;B ≤ C(g,B).
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首先,由(2.4)知,

∥T∥∞;B = ∥TαT βhαβ∥1/2∞;B ∼ ∥(Tα)2∥1/2∞;B = ∥T∥δ∞;B,

∥∇T∥∞;B = ∥hαβgijTα
;i T

β
;j∥

1/2
∞;B ∼ ∥(Tα

;i )
2∥1/2∞;B ∼ ∥T∥δ∞;B + ∥∇T∥δ∞;B.

可见 Hölder模定义中的 L∞模与欧氏度量下的 L∞模等价.

下面来看 [∇T ]α;B 的等价性.

由度量的等价性, 我们知 x, y ∈ M 的欧氏距离和黎曼距离是等价的. 从而

只需证明振幅 osc(∇T,B)是等价的即可. 事实上, 假设 ∇T |x = T α
0;iµα ⊗ dxi, 而

T (t): = T α
;i (t)µα ⊗ dxi是其关于测地线 γ:xi = xi(t)平行的张量场,则

0 = ∇γ̇T (t) = ẋi
{
∇∂i(T

α
;j (t)µα ⊗ dxj)

}
=
{
Ṫ α
;j + ẋiT β

;jA
α
iβ − ẋiT α

;kΓ
k
ij

}
µα ⊗ dxj,

即其系数满足如下的一阶常微分方程组,
d
dt
T α
;j + ẋiT β

;jA
α
iβ − ẋiT α

;kΓ
k
ij = 0

Tα
;i (0) = Tα

0;i.

有常微分方程的基本理论知 (主要是解可用指数矩阵表示出来),

1

C
|Tα

0;i| ≤ |T̃ α
;i |y| ≤ C|Tα

0;i|,

其中 T̃ 表示平行移动得到的张量场, C 是依赖于 Aβ
iα, Γk

ij 以及 d(x, y)的常数. 进

而,
1

C
|T α

;i |x| ≤ |T̃ α
;i |y|δ ≤ C|Tα

;i |x|.

结合
1

C
|T α

;i |y| ≤ |T α
;i |y|δ ≤ C|Tα

;i |y|,

容易得到振幅的等价性.

作为应用, 我们在做流形上的分析时, 需要经常用模的等价性将欧氏空间的

估计翻译到流形上. 下面我们就以典型的 Lp以及 Cα-椭圆估计来说明这个过程.

我们考虑的微分算子是

L = aij∇i∇j + bi∇i + c,

其中 a是M 上某个对称正定张量丛的 Lp(Cα)截面, b是M 上的 Lp(Cα)向量场,

而 C ∈ Lp(M)(Cα(M)). 此外, L还满足如下的结构条件 (structure condition)

∥a∥0,α;M + ∥b∥0,α;(M) + ∥c∥0,α;M ≤ Λ,

λ∥ξ∥2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ∥ξ∥2, ∀x ∈M, ξ ∈ Rn.
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我们将以如下的 Dirichlet问题为例Lu = f, x ∈M

u = g, x ∈ ∂M,

其中 f ∈ Lp(M) (C0,α(M)), g ∈ W 2,p(M) (C2,α(M)).

命题 2.32 假设 L是如上定义在紧流形M 上向量丛 E 上的偏微分算子,则存在

常数 C = C(M,λ,Λ),使得

(i) 对任意的 u ∈ W 2,p,

∥u∥2,p;M ≤ C (∥Lu∥p;M + ∥u∥p;M) ;

(ii) 对任意的 u ∈ C2,α有,

∥u∥2,α;M ≤ C (∥Lu∥α;M + ∥u∥0;M + ∥g∥2,α;M) .

证明 只证 (ii). 假设 {(Uα, ϕα)}α∈A 是 M 的一个有限覆盖, 且 diam(Uα) < iM .

则由模的等价性,

|u|2,0;M ≤
∑
α

|u|2,0;Uα ≤ C
∑
α

|u◦ϕ−1
α |δ2,0;ϕα(Uα) ≤ C

∑
α

|u◦ϕ−1
α |δ2,α;ϕα(Uα)

≤ C
∑
α

(
|ϕ∗

αL(u◦ϕ
−1
α )|δ0,α;ϕα(Uα) + |u◦ϕ

−1
α |δ0,α;ϕα(Uα)

)
这里, ϕ∗

αL表示 L在 ϕα(Uα)上的局部表达式. 再次利用模的等价性

|u|2,0;M ≤ C
∑
α

(|Lu|0,α;Uα + |u|0,α;Uα) ≤ C (|Lu|0,α;Uα + |u|0,α;M) .

接下来,我们估计 Cα半模. 当 d(x, y) < iM 时,设 (B, ϕ)是包含 x, y的法坐标. 令

T = ∇2u,则

|T (x)− T (y)|
dα(x, y)

≤ [T ]0,α;B ≤ C[ϕ∗(T )]δ0,α;ϕ(B)

≤ C
(
|ϕ∗L(u◦ϕ)|δ0,α;ϕ(B) + |u◦ϕ|δ0,α;ϕ(B)

)
≤ C (|Lu|0,α;B + |u|0,α;B) ≤ C (|Lu|0,α;M + |u|0,α;M) .

当 d(x, y) > iM 时,

|T (x)− T (y)|
dα(x, y)

≤ C[T ]0,α;M ≤ C|u|2,0;M ≤ C (|Lu|0,α;M + |u|0,α;M) .
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为了研究抛物方程,我们需要将上述空间推广到时空的情形. 此时,我们考虑

的向量丛是由自然投射 pr1:M × [0, T ]→M 给出的拉回丛 pr−1
1 (E). 为方便起见,

我们不对拉回丛引入另外记号.

Sobolev 空间的定义, 和椭圆情形非常类似. 首先, 对 S ∈ Γ0(E), 定义 W k,p

模,

∥S∥pk,p;M×[0,T ]: =
∑

i+2j≤k

∥∇i∂jtS∥
p
p;M×[0,T ].

Γ0(E) 关于 W k,p 模的完备化称为向量丛 E 的截面的W k,p-Sobolev 空间, 记作

W k,p(M × [0, T ];E). 它是 Banach 空间, 且 p > 1 时还是自反的. 记 W k,p(M ×
[0, T ]/0;E)为所有满足 ∇i∂jtS|M×{0} = 0的截面在W k,p-模下的完备化.

一般地,我们考察的抛物区域都是形如 P (X0, R)的圆柱,

P (X0, R) = {X = (x, t) ∈ Σ× [0,+∞)|d(X0, X) ≤ R}

其中 X0 = (x0, t0),而 d(X0, X): = max
{
|x− x0|,

√
t0 − t

}
是抛物距离.

下面, 假设 P 是任意的一个圆柱形抛物球, 为了叙述方便, 我们引入如下标

准记号: 底边 BP : = {X ∈ P |t = 0}, 侧边 SP : = {X ∈ P |x ∈ ∂BP}, 角 CP : =

{X ∈ P |X ∈ BP ∩ SP}.
从椭圆情形定义截面的 Cα模知,为了使得可以定义截面的距离,下面我们总

假设 BP ⊂ Σ满足 diam(BP ) < iΣ.

对 α ∈ (0, 1], T (·, t) ∈ Γ(E), t ∈ [0,∞),我们有类似的 Cα半模的定义:

[T ]α;P : = sup
X0∈P

sup
X∈P\{X0}

|T (X)− T (X0)|
d(X0, X)α

.

由于时间导数相当于两次空间导数, 这导致对时空高阶 Cα 模的定义稍显复杂.

首先,对 α ∈ (0, 2],令

⟨T ⟩α;P : = sup
X0∈P

sup

{
|T (x0, t)− T (X0)|
|t− t0|α/2

|(x0, t) ∈ P \ {X0}
}
.

对任意的实数 k + α, k是非负整数, α ∈ (0, 1],定义

⟨T ⟩k+α;P : =
∑

|β|+2j=k−1

⟨
∇β(∂jtT )

⟩
α+1;P

,

[T ]k+α;P : =
∑

|β|+2j=k

[∇β(∂jtT )]α;P ,

∥T∥k+α;P : =
∑

|β|+2j≤k

sup
P
|∇β(∂jtT )|+ [T ]α;P + ⟨T ⟩α;P .

最后,我们的时空 Ck+α模定义为

∥T∥k+α;M×[0,T1]
: = sup

P⊂M×[0,T1]

∥T∥k+α;P .
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可以证明,上述 Ck+α模使得 P ,M × [0, T1]是 Banach空间.

接下来, 我们引用 [19], 叙述本文中用到的 Sobolev空间与 Hölder空间的基

本事实. 其证明可以参考 [12, 60].

引理 2.33 (Sobolev 嵌入) 假设 (M, g) 是 m 维紧流形, E 是 M 上一向量丛. 若

k − (m+ 2)/p = l + α,其中 l是正整数, 0 < α ≤ 1,则存在常数 C,使得

∥S∥l+α ≤ C∥S∥p,k, ∀S ∈ W k,p(M × [0, T ];E),

而且包含映射

W k,p(M × [0, T ];E)→ C l+α(M × [0, T ];E),

是连续的. 此外,若 γ < l + α,则包含映射

W k,p(M × [0, T ];E)→ Cγ(M × [0, T ];E),

还是紧的,即将有界集映为列紧集.

关于 Sobolev空间不同指标之间的嵌入关系,我们有如下

引理 2.34 (Rellich–Kondrachov紧嵌入定理) 假设M,E如上. 对任意的 l < k,包

含映射

W k,p(M × [0, T ];E)→ W l,p(M × [0, T ];E)

是紧嵌入.

33



第 2章 预备知识

34



第 3章 梯度流及其短时间存在性

第 3章 梯度流及其短时间存在性

在本章中,我们首先写出整体问题的局部表示,这为以后的分析作好准备. 从

局部表达式可以看出,我们所考虑的规范流是调和映射流在丛截面的推广. 接下

来,我们证明了规范变换流是能量泛函 E(S)的负向梯度流. 为了证明短时间存在

性, 我们首先利用局部到边的抛物估计, 简要的证明了该流在自同态丛中的短时

间存在性. 然后再证明解确实落在规范变换丛上.

3.1 方程的局部坐标表示

我们考虑的方程(1.1)是整体定义的, 为了分析的需要, 需写出其在局部平凡

化下的局部表示. 在局部计算中,我们既可以用活动标架,也可以用自然标架,而

且我们总假设 Einstein求和约定. 令 {ei}是 Σ的一个局部幺正标架,其对偶标架

记为 {ωj}. 回忆,按照∇∗的定义,对任意的 a ∈ Ω1(gE)有∇∗a = −(∇eja)(ej). 此

外,容易证明如下的关系

∇∗
A+ab = ∇∗

Ab+ {a, b} , ∀a, b ∈ Ω1(E), (3.1)

其中 {a, b}是关于 a,b的双线性形式,局部地可以写成 {a, b} : = −gkl[ak, bl]. 因此,

(1.1)可以改写为

−∇∗
A∇AS = ∇A;ejSS

−1∇A;ejS + S
{
S−1∇AS, a

}
+ S∇∗

Aa, (3.2)

其中 a = A− A0 ∈ Ω1(gE).

为了写出(3.2)的局部表达式,假设 µα 是 E 的一个局部标架, {∂i}是 Σ的一

个局部坐标基,局部地

∇A;∂i = ∂i + Ai, 或者等价地∇A = d+ A,

其中 Ai是一个矩阵,定义为∇A;∂iµβ = Aα
iβµα. 在局部标架 {µα}下, S|U 可以视为

一个矩阵值函数 u,满足 u(x) ∈ G ⊂ SO(r) ⊂ Rr×r. 为了简化记号,记 (∇A;∂kS)|U
的局部表达式为 u|k,即

u|k: = ∂ku+ [Ak, u].

回忆,对流行 Σ上一个函数 f ,其 Hessian和 Laplace分别是

(∇2f)kl = ∂k∂lf − Γi
kl∂if and∆gf = trg(∇2f) = gkl(∇2f)kl.
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现在,我们逐项地展开(3.2). 首先,

−∇∗
A∇AS = −∇∗

A(∇A;∂iS ⊗ dxi)

= gkl
[
∇A;∂k(∇A;∂iS ⊗ dxi)

]
(∂l)

= gkl
[
∇A;∂k∇A;∂lS − Γi

kl∇A;∂iS
]
,

因此, −∇∗
A∇AS 的局部表达式是

gkl
{
∇A;∂k (∂lu+ [Al, u])− Γi

kl (∂iu+ [Ai, u])
}

= ∆gu+ gkl
{
∂k[Al, u] + [Ak, u|l]− Γi

kl[Ai, u]
}
.

容易知道, gkl∇A;∂kSS
−1∇A;∂lS 的局部表达式为 gklu|ku

−1u|l.

由 {·, ·} 以及伴随算子 ∇∗ 的定义, 可以证明 {S−1∇AS, a} 的局部表达式是
−gkl

[
u−1u|k, al

]
,而

∇∗
Aa = d∗ a− gkl[Ak, al] = −gkl

(
∂lak − Γi

klai + [Ak, al]
)
= −gkl

(
al|k − aiΓi

kl

)
.

特别地,当 Σ的度量 g是欧氏的, (3.2)的局部表达式可简化为

∆u− u|ku−1u|k = −∂k[Ak, u]− [Ak, u|k]− u[u−1u|k, ak]− uak|k. (3.3)

边界条件为

ν
(
u−1 (du+ [A, u]) + a

)
= 0. (3.4)

由(3.3)知, 方程的主项和到 G 的调和映照的张力场是一致的. 事实上, 容易

验证 (u−1u|k)
t = −u−1u|k, 因此 u|k ∈ TuG = ugE . 为了计算 G ↪→ Rr×r 的第二

基本形式, 我们首先注意到紧李群的任何李子群都是全测地的, 从而在下面的计

算中可以假设 G = SO(r). 容易知道 G 的李代数 gE = {B ∈Mr×r|B = −Bt},
G 在 u 处的切空间是 TuG = ugE = {uB|B ∈ g}, 其正交补空间是 T⊥

u G =

{uC|C = CtC ∈Mr×r}, 这里 Mr×r 的内积由 ⟨B,C⟩ = tr(BCt) 给出. 对 u 处

任一切向量 X = uB,易见 γ(t): = u exp(tB)是以 X 为切向的曲线. 而由第二基

本型 II的定义,

II(X,X) = [γ̈(t)]⊥ = [uB2]⊥ = u
B2 + (B2)t

2
= uB2 = Xu−1X.

3.2 负向梯度流

我们将证明(1.3)是 S 的能量泛函 E(S)的负向梯度流. 从而沿着流, S 的能量

是单调递减的.
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命题 3.1 斜边值演化问题(1.3)是能量泛函 E(S)的负向梯度流.

证明 假设 S(t) = S exp(tξ) 是 S 的一个垂直变分 (vertical variation), 其中 ξ ∈
Ω0(gE),则对任何的 σ ∈ Ω0(E),由诱导联络的定义,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(S∗(A)− A0)(σ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
S−1(t)∇AS(t) + A− A0

]
(σ)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

S−1(t)∇A(S(t)σ)

= −ξS−1∇A(Sσ) + S−1∇A(Sξσ)

= (∇Aξ)(σ) +
[
S−1∇AS, ξ

]
(σ)

= (∇S∗(A)ξ)(σ).

因此,

∂

∂t
E(S(t)) =

∫
Σ

⟨
∂

∂t
(S(t)∗(A)− A0), S

∗(A)− A0

⟩
=

∫
Σ

⟨
∇S∗(A)ξ, S

∗(A)− A0

⟩
,

利用分部积分公式和边界条件,

RHS =

∫
∂Σ

⟨ξ, ν (S∗(A)− A0)⟩ iν(∗1) + (ξ,∇∗
S∗(A)(S

∗(A)− A0))

= (ξ,∇∗
S∗(A)(S

∗(A)− A0)).

这表明(1.3)是 E(S)的梯度流,因此沿着流能量是单调递减的.

3.3 短时间存在性

回忆,我们考虑的方程是
S−1∂tS = −∇∗

S∗(A)(S
∗(A)− A0), (x, t) ∈ Σ× (0, T1)

S(·, 0) = S0 ∈ Γ(AutG(E)), x ∈ Σ

ν (S∗(A)− A0) = 0, (x, t) ∈ ∂Σ× (0, T1).

它的一般形式是
(

∂
∂t
−∆

)
S = F (x, t, S,∇S), (x, t) ∈M × (0, T1)

S(·, 0) = S0 ∈ Γ(End(E)), x ∈M

B(x, t, S,∇S) = 0, (x, t) ∈ ∂M × (0, T1).

(3.5)
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其中, F (x, t, z, p)是M × (0, T1) × Γ(End(E)) × Ω1(End(E))到 Γ(End(E))的有

界光滑映射, B(x, t, z, p)是M × (0, T1)×Γ(End(E))×Ω1(End(E))到 Γ(End(E))

的有界光滑映射. 这里 Γ(·)都是指光滑截面. 此外,为了使得边值是斜导数的,我

们还要求,对任意的紧子集 Σ ⊂ ∂M × [0, T1]× Γ(End(E))×Ω1(End(E)),存在正

常数 χΣ,使得

ν Bp|Σ ≥ χΣ. (3.6)

在上述非线性斜边值的假设下, (3.5)的短时间存在性可模仿 [27, Theorem 8.8,

p. 208] 利用先验估计和不动点定理给出, 其中关于非线性斜边值的处理是比较

有技巧的 (参考 [27, Lemma 8.7, p. 207]以及 [60, P. 45ff, Theorem 3.4]). 这里, 由

于我们的边值是线性的, 即 B 关于 z 与 p是线性函数, 从而可以模仿 [27, Theo-

rem 8.2, p. 200ff]给出一个简单的证明.

如果我们希望考虑的解的空间导数是连续到边的,则要求在 ∂M × {0}上有
相容性

ν B(x, t, S0,∇S0) = 0 (3.7)

成立.

本节的目的是说明(3.5)在C0(M×[0, T1]; End(E))∩C∞(M×(0, T1); End(E))

上存在解,更确切地

定理 3.2 (短时间存在性) 假设 F , B, G如上,满足相容性条件(3.7)且 B关于 z, p

是线性函数,则存在充分小的 T1 > 0,使得初边值问题(3.5)存在解 S ∈ C0(M ×
[0, T1]; End(E)) ∩ C2,α(M × (0, T1); End(E)),对某个 α ∈ (0, 1).

证明 首先,定义短时间抛物球

Pε: = {(x, t) ∈M × (0, T1) : t < ε} .

令 θ ∈ (1, 2),考察映射 J :U → Cθ(M × (0, T1); End(E)), T = JS,其中 T 是下列

线性问题的解
∂tT −∆T = F (x, t, S,∇AS), (x, t) ∈ Pε

T (·, 0) = S0 ∈ Γ(End(E)), x ∈M

B(x, t, T,∇AT ) = 0, (x, t) ∈M × (0, T1),

其中

U =
{
S ∈ Cθ(M × (0, T1); End(E)) : ∥S∥Cθ ≤M0: = 1 + ∥S0∥C1,θ

}
.
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它的可解性由标准的 Neumann问题的到边估计和 Hölder模可由局部平凡化下的

分量函数的 Hölder模控制得到. 事实上,由可解性的局部估计,我们还有

∥T∥C1 ≤ C(M0)

进而由插值定理知 T ∈ Pε. 故 J 是 U 到自身的连续映射. 注意到 U 是 C1(M ×
(0, T1); End(E)) 的一个凸闭子集, 从而由不动点定理知存在 S ∈ Cθ(Pε), 使得

JS = S. 由先验估计知 S ∈ C2,α(Pε),这里 α ∈ (0, 1). 由 JS = S 知它是(3.5)的

解.

尽管我们证明了在 End(E) 中存在短时间解, 但是规范变换却要求解落在

AutGE. 在研究调和映照流的时候, 也有同样的问题. 文献中有两种方法来解决

这个问题. Hamilton [12, p. 108ff]证明了一个唯一性定理,而后将目标流形 Y 嵌

入到一个具有非平坦度量的欧式空间,使得在 Y 的一个管状邻域存在反射,从而

给出两个具有相同初边值的解, 进而得到解的像必须在 Y 上. 另一方面, Eells &

Sampson [8, Section 7 (C), Theorem]考虑了像集到目标流形 Y 的距离函数的演化

方程. 因为 [∆gu + A(u)(∇u,∇u)]⊥ = [ut]
⊥ = 0对任何目标流形上的 u都成立,

故法部消失性质(normal part vanishing property)对调和映照流自然成立. 由此,可

以利用极大值原理来证明解在目标流形上. 我们将推广后一办法.

命题 3.3 假设 B是紧流形M 上的一个具有度量的向量丛, E是 B的子丛,而且

其标准纤维是紧致的. 对 B的一个截面 S,考虑如下的热流
(

∂
∂t
−∆

)
S = f(∇S, S), (x, t) ∈M × (0, T ),

S(·, 0) = S0 ∈ Ω0(E), x ∈M,

ν (S∗(A)− A0) = 0, (x, t) ∈ ∂M × [0, T ),

(3.8)

其中 f : Ω1(B) × Ω0(B) → Ω0(B) 是一个光滑的丛映射, ∆ = −∇∗∇ 是分析拉
普拉斯算子 (negative rough Laplace), ∇ = ∇A 是一个度量相容的联络. 如果如下

的法部消失性质成立[
∆S̃ + f(∇S̃, S̃)

]⊥
= 0, ∀S̃ ∈ Ω0(E),

则(3.8)的任何光滑解一定在 E上.

在证明之前,我们注意到定理 1.1的 (i)是上述命题的直接推论. 事实上,令 B
为自同态丛 EndE, E为规范变换丛 AutGE,法部消失性质成立是因为

∇∗
S̃∗(A)

(S̃∗(A)− A0) ∈ Ω0(gE), ∀S̃ ∈ Ω0(AutGE).
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命题 3.3的证明 令 h是 B 上的度量,即 hx: = ⟨·, ·⟩x 是每条纤维 Bx 上的内积且
关于 x是光滑的. 因为每条纤维 Ex是紧致且光滑的,我们知道存在 δ = δ(x) > 0,

使得对任何 v ∈ Bx,只要 d(v,Ex): = infw∈Ex [hx(v −w, v −w)]1/2 < δ,都有唯一的

v̄ ∈ Ex,满足

d(v,Ex) = [hx(v − v̄, v − v̄)]1/2.

因此,逐纤维定义的投射

πx : Bx → Ex, πx(v) = v̄,

对满足 d(v,Ex) < δ 的 v 是良好定义的. 此外,易知 v − πx(v) ⊥ Ex. 给定 B的一
个光滑截面 V , V (x)属于 Ex的 δ邻域,映射 x 7→ πx(V (x))给出了 E的一个光滑

截面,我们将其记为 π(V ).

现在,对 t ∈ [0, ε),当 ε > 0充分小, S(x, t)属于 E的 δ 邻域. 考察 S 的距离

函数

ρ(x, t): =
1

2
⟨S(x, t)− πx(S(x, t)), S(x, t)− πx(S(x, t))⟩x .

为了简化记号,我们记

ρ(x, t): =
1

2
⟨S − π(S), S − π(S)⟩x .

则 ρ的演化方程为(
∂

∂t
−∆

)
ρ =

⟨
S − π(S), ∂tS − dπx|S(x)(∂tS)

⟩
x
+ d∗ d ρ

= ⟨S − π(S), ∂tS⟩x + d∗ ⟨S − π(S),∇(S − π(S))⟩x
=
⟨
S − π(S), ∂tS −∇ej∇ej(S − π(S))

⟩
x

+ ωj(∇eiei)
⟨
S − π(S),∇ej(S − π(S))

⟩
x

−
⟨
∇ej(S − π(S)),∇ej(S − π(S))

⟩
x

= ⟨S − π(S), ∂tS +∇∗∇(S − π(S))⟩x
−
⟨
∇ej(S − π(S)),∇ej(S − π(S))

⟩
x

= ⟨S − π(S), ∂tS −∆S +∆(π(S))⟩x − |∇ej(S − π(S))|2

= ⟨S − π(S), f(∇S, S) + ∆(π(S))⟩x − |∇ej(S − π(S))|2.

因此,(
∂

∂t
−∆

)
ρ+ |∇ej(S − π(S))|2 = ⟨S − π(S), f(∇S, S) + ∆(π(S))⟩x

=
⟨
S − π(S), f(∇S, S)− f(∇(π(S)), S)

+ f(∇(π(S)), S)− f(∇(π(S)), π(S))

+ f(∇(π(S)), π(S)) + ∆(π(S))
⟩
x
.
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我们将逐项处理上式右边的三项. 令 Sτ = π(S) + τ(S − π(S)), τ ∈ [0, 1],则

⟨S − π(S), f(∇S, S)− f(∇(π(S)), S)⟩x

=

⟨
S − π(S),

∫ 1

0

∂τf(∇Sτ , S) d τ

⟩
x

=

∫ 1

0

⟨
S − π(S), d f |(∇Sτ ,S)(∇(S − π(S)), 0)

⟩
x
d τ

≤ ∥ d f∥ · |S − π(S)| · |∇(S − π(S))|

=
√
2ρ∥ d f∥ · |∇ej(S − π(S))|

≤ ρ∥df∥2 + 1

2
|∇ej(S − π(S))|2.

完全类似地,

⟨S − π(S), f(∇(π(S)), S)− f(∇(π(S)), π(S))⟩x ≤ 2ρ∥ d f∥.

由法部消失性质,最后一项为零. 综上我们得到,(
∂

∂t
−∆

)
ρ ≤ ρ∥ d f∥2 + 2ρ∥df∥ ≤ C(f)ρ. (3.9)

现在,在抛物边界,

ρ = 0, onM × {t = 0} ,

ν d ρ = ν ⟨∇A(S − π(S)), S − π(S)⟩

= ν ⟨∇AS, S − π(S)⟩

= ν ⟨−Sa, S − π(S)⟩

= −ν ⟨(S − π(S))a+ π(S)a, S − π(S)⟩

= −ν ⟨(S − π(S))a, S − π(S)⟩ .

最后一项为零是因为

⟨(S − π(S))a, S − π(S)⟩ = 1

2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

|(S − π(S)) exp(ta)|2,

以及 exp(ta(x)) ∈ G ↪→ SO(r) ⊂ Mr×r 作用在 S(x, t) − π(S(x, t)) ∈ Mr×r 上是

一个等距.

因为 ρ满足(3.9)而且边界条件为M(ρ) = 0, where

M(ρ): =

ρ, M̄ × {t = 0}

ν d ρ, ∂M × (0, T ),

由此可见命题可由极大值原理得到.

41



第 3章 梯度流及其短时间存在性

42



第 4章 爆破过程中的关键引理与估计

第 4章 爆破过程中的关键引理与估计

在本章中,我们将证明爆破分析中一些基本估计和关键引理. 首先是局部能

量不等式,它刻画了不同时刻能量的大小关系. 其次是小能量正则性,即在能量小

的条件下,我们可以得到解的局部先验估计. 最后是奇点可去定理,它表明具有孤

立奇点的方程的解可延拓到整个区域.

4.1 局部能量不等式

命题 4.1 假设 S ∈ Γ(AutGE) 是(1.3)的一个解, 且其初值 S0 是光滑的, 满足

E(S0; Σ) < +∞. 则对 x0 ∈ Σ, 0 < T1 < T2 ≤ T , 0 < R2 < R1 ≤ iΣ,其中 iΣ 是 Σ

的内射半径 (injectivity radius). 则成立如下的局部能量不等式

E(S(T2);DR2(x0)) ≤ E(S(T1);DR1(x0)) + C
|T2 − T1|
|R1 −R2|2

E(S0; Σ),

以及逆向局部能量不等式

E(S(T1);DR2(x0)) ≤ E(S(T2);DR1(x0))

+ 2

∫ T2

T1

∫
DR1

(x0)

|∂tS|2 + C
|T2 − T1|
|R1 −R2|2

E(S0; Σ),

其中 C > 0是一个常数, Dr(x0): = Br(x0) ∩ Σ.

注记 由于我们不能排除能量在 Σ的边界集中,故我们需要上述边界版的局部能

量不等式以及逆向局部能量不等式. 例如,为了证明在某个奇异时刻, Σ上的奇点

数是有限的,我们需要引用边界版的局部能量不等式.

证明 令 ΣT2
T1
: = {(x, t)|x ∈ Σ, t ∈ [T1, T2]}以及 ϕ ∈ C∞

0 (DR1(x0))是一个截断函

数,满足 ϕ(x) ≡ 1,对 x ∈ DR2(x0), |∇ϕ| ≤ 2
R1−R2

且 0 ≤ ϕ ≤ 1. 首先由边界条件,

我们有

∂

∂t

∫
Σ

e(s)ϕ2 =

∫
Σ

⟨
S∗(A)− A0, ∂t(S

−1∇AS)
⟩
ϕ2

=

∫
Σ

⟨
S(S∗(A)− A0),−∂tSS−1∇AS +∇A∂tS

⟩
ϕ2
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=

∫
Σ

⟨
S(S∗(A)− A0)(ei)S

−1∇A;eiS, ∂tS
⟩
ϕ2

+
⟨
∇∗

A(S(S
∗(A)− A0)ϕ

2), ∂tS
⟩

+

∫
∂Σ

⟨
ν (S(S∗(A)− A0)ϕ

2), ∂tS
⟩
iν(∗1)

=

∫
Σ

⟨
S(S∗(A)− A0)(ei)◦S

−1∇A;eiS, ∂tS
⟩
ϕ2

+
⟨
∇∗

A(S(S
∗(A)− A0)ϕ

2), ∂tS
⟩
,

而由(3.1),我们知道

RHS =

∫
Σ

⟨
∇∗

A+S−1∇AS(S(S
∗(A)− A0)ϕ

2)

+ S−1∇A;eiS◦S(S
∗(A)− A0)(ei)ϕ

2, ∂tS
⟩
,

最后,注意到

∇A+S−1∇AS;eiS = ∇A;eiS + [S−1∇A;eiS, S] = S−1∇A;eiS◦S.

我们得到,

RHS =

∫
Σ

⟨
∇∗

S∗(A)(S(S
∗(A)− A0)ϕ

2) +∇S∗(A);eiS◦(S
∗(A)− A0)(ei)ϕ

2, ∂tS
⟩
.

现在,对任意的 T ∈ Ω1(gE),成立

∇∗
A(S◦T ) = S∇∗

AT −∇A;eiS◦T (ei), (4.1)

以及

∇∗
A(Tϕ

2) = ϕ2∇∗
AT − d(ϕ2)(ei)T (ei). (4.2)

由流的方程(1.3),我们继续计算如下

∇∗
S∗(A)(S(S

∗(A)− A0)ϕ
2) +∇S∗(A);eiS◦(S

∗(A)− A0)(ei)ϕ
2

(4.1)
= S∇∗

S∗(A)[(S
∗(A)− A0)ϕ

2]

(4.2)
= S∇∗

S∗(A)(S
∗(A)− A0)ϕ

2 − d(ϕ2)(ei)S◦(S
∗(A)− A0)(ei)

(1.3)
= −∂tSϕ2 − d(ϕ2)(ei)S◦(S

∗(A)− A0)(ei).
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因此, Cauchy-Schwarz不等式∫ T2

T1

∂

∂t

∫
Σ

e(S)ϕ2 +

∫
Σ

T2
T1

|∂tS|2ϕ2 = −
∫
Σ

T2
T1

2ϕ dϕ(ei) ⟨S◦(S∗(A)− A0)(ei), ∂tS⟩

≤
∫ T2

T1

∫
Σ

2|∇ϕ||S∗(A)− A0| · ϕ|∂tS|

≤ 2

∫ T2

T1

∫
Σ

|∇ϕ|2e(S) +
∫
Σ

T2
T1

|∂tS|2ϕ2

≤
∫ T2

T1

8

|R1 −R2|2
E(S(·, t);DR1) +

∫
Σ

T2
T1

|∂tS|2ϕ2

≤ 8|T2 − T1|
|R1 −R2|2

E(S(·, 0)) +
∫
Σ

T2
T1

|∂tS|2ϕ2,

即

8
|T2 − T1|
|R1 −R2|2

E(S0) ≥
∫
Σ

e(S(·, T2))ϕ
2 −

∫
Σ

e(S(·, T1))ϕ
2

≥ E(S(T2);DR2)− E(S(T1);DR1).

完全类似地,

− 8|T2 − T1|
|R1 −R2|2

E(S0) ≤
∫ T2

T1

∂

∂t

∫
Σ

e(S)ϕ2 + 2

∫
Σ

T2
T1

|∂tS|2ϕ2

≤ E(S(T2);DR1)− E(S(T1);DR2) + 2

∫ T2

T1

∫
DR1

|∂tS|2.

4.2 小能量正则性

小能量正则性是半线性偏微分方程中最重要的引理之一, 它表明在能量小

的条件下, 临界非线性方程的行为非常类似于线性方程. 这一重要发现应归功

于 Sacks&Uhlenbeck[43, Main Estimate 3.2] 对调和映照的研究. Schoen[46, The-

orem 2.2] 用反证法给出一个新证明. 对调和映照流, 在闭曲面的情形可以参考

[49, Lemma 3.10], 以及张恭庆 [4, Lemma 4.2]做的带边情形. 注意到(1.3)是调和

映照流的小扰动,可以期望当区域足够小时,小能量正则性仍然成立. 我们的证明

依赖于抛物估计和 Nirenberg的一个插值不等式.

定理 4.2 (小能量正则性) 假设 S 是方程(1.3)在 Σ × [0, T )上的一个解. 对 z0 =

(x0, t0) ∈ Σ× [δ, T ),这里 δ > 0是一个固定的常数,定义抛物球

Pr(z0): =
{
z = (x, t)|x ∈ Br(x0) ∩ Σ =:Dr(x0),

√
t0 − t ≤ r

}
.
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则存在常数 ε0 > 0(不依赖于 S 以及 z0) 和 r0 ∈ (0,
√
δ/2), 使得对所有的 r ∈

(0, r0),如果

sup
[t0−r2,t0)

E(S(t);Dr(x0)) ≤ ε0,

那么

sup
Pr/2(z0)

|∇k
AS| ≤ Ckr

−k, ∀k = 1, 2, · · · ,

其中 Ck 是一个常数.

证明 为简单起见,假设 Σ具有欧氏度量. 在 Pr(z0)上, S(取定局部平凡化后)可

被视为一个到 G ↪→ SO(r) ⊂ Rr×r 的映射 u. 回忆 u的方程是 (参考(3.3))(
∂

∂t
−∆

)
u = −(∂ku+ [Ak, u])u

−1(∂ku+ [Ak, u])

+ ∂k[Ak, u] + [Ak, ∂ku+ [Ak, u]]

+ u[u−1(∂ku+ [Ak, u]), ak] + u(∂kak + [Ak, ak]).

(4.3)

下面我们来看 Pr(z0) 上的边界条件, 它可分为内部情形和近边情形. 事实上, 当

D◦
r(x0) ∩ ∂Σ ̸= ∅时,不失一般性,我们可假设 D◦

r(x0) ∩ ∂Σ是平坦的. 则根据 x0

的相对位置,可以分为如下几类:

• 内部: D◦
r(x0) = Br(x0),即开圆盘完全不和边界相交.

• 远离边界: D◦
r(x0) ∩ ∂Σ ̸= ∅且 dist(x0, ∂Σ) ≥ r/2. 这种情形可以通过把 r

用 r/2替换来约化到内部情形.

• 近边: D◦
r(x0) ∩ ∂Σ ̸= ∅且 dist(x0, ∂Σ) < r/2. 此时,不失一般性,可以假设

Dr(x0)是上半圆盘 B+
r/2(x0).

∂Σ∂Σ

x0x0 x′

0

r

2

r

r

r

2
< r′

D◦

r
(x0) D◦

r
(x0)

D◦

r
′(x′

0
)

图 4.1 远离边界与靠近边界的情形

因此,在下面我们只考虑如下两种情形
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• 内部: D◦
r(x0) = Br(x0),此时边界条件将是 Dirichlet型的;

• 边界: D◦
r(x0) = B+

r (x0),此时将是斜边界 (非齐次 Neumann边界).

在转入推导具体的边界条件之前, 我们指出(1.3)是共形不变的. 令 (x, t) →
(x0 + rx, t0 + r2t),它将 Dr(x0)× [t0 − r2, t0)映射成 D1 × [−1, 0). 则我们可以假
设 r = 1, z0 = (0, 0),且此时,小条件为

sup
t∈[−1,0)

∫
D1

|∇u|2 ≤ 2ε0.

事实上,定理条件中的小能量条件是

sup
t∈[t0−r2,t0)

E(S(t), Dr(x0)) = sup
t∈[t0−r2,t0)

∫
Dr(x0)

|du+ [A, u] + ua|2 ≤ ε0.

因为 u ∈ G ↪→ SO(r),我们有

sup
t∈[t0−r2,t0)

∫
Dr(x0)

|[A, u] + ua|2 ≤ C sup
t∈[t0−r2,t0)

∫
Dr(x0)

|u|2 ≤ Cr20,

因此如果取 r0充分小,那么

sup
t∈[t0−r2,t0)

∫
Dr(x0)

|∇u|2 ≤ 2ε0. (4.4)

注意到 u ∈ G,以及 Ak, ∂kAk, ak, ∂kak 都是有界的,我们可将标准化后的方

程改写为(
∂

∂t
−∆

)
u = −II(u)(∇u,∇u) + α∇u+ β, (x, t) ∈ P1: = D1 × [−1, 0), (4.5)

其中 α, β ∈ L∞, II(u)是 G ↪→ Rr×r 在 u处的第二基本型, ∇u是 u的梯度.

考虑截断函数 ϕ(x, t)满足

ϕ(x, t) =

1, (x, t) ∈ P1/2

0, (x, t) ̸∈ P1.

令 v = ϕu,由 (4.5), v的方程是(
∂

∂t
−∆

)
v = −ϕII(u)(∇u,∇u) + (αϕ− 2∇ϕ)∇u+ ϕβ + u

(
∂

∂t
−∆

)
ϕ,

它仍然具有如下的形式(
∂

∂t
−∆

)
v = −ϕII(u)(∇u,∇u) + α∇u+ β, (x, t) ∈ P1. (4.6)
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接下来,我们将推导出内部情形和边界情形下 v的边界条件. 明显地,在内部

情形,初边值条件是如下的 Dirichlet型v(x,−1) = 0, x ∈ B1

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂B1 × [−1, 0].
(4.7)

而在边界情形,由(3.4),它是如下的混合型
v(x,−1) = 0, x ∈ D1

ϕ∂v
∂ν

= −ν ([A, v] + va)ϕ+ ∂ϕ
∂ν
v, (x, t) ∈ H1 × [−1, 0]

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (∂D1 ∩ Σ)× [−1, 0],

其中 H1 = B+
1 (0) ∩ ∂Σ.

为了处理坏项 ∂ϕ
∂ν
v,我们修改 ϕ使得在 H1 × [−1, 0]上,成立 ∂ϕ

∂ν
≡ 0. 事实上,

很容易构造半圆盘 B+
1 上的截断函数 ϕ1使得

ϕ1(r) =

1, r = |x| < 1/2,

0, r = |x| > 1.

然后,我们令 ϕ = ϕ1(r)ϕ2(t),其中 ϕ2(t)是一个截断函数,满足

ϕ1(t) =

1, t ∈ [−1/2, 0]

0, t < −1.

因此,在边界的情形,初边值条件可改写为
v(x,−1) = 0, x ∈ D1

∂v
∂ν

= −ν ([A, v] + va), (x, t) ∈ H1 × [−1, 0]

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (∂D1 ∩ Σ)× [−1, 0].

(4.7′)

有了方程与初边值条件, 我们将应用抛物估计来完成定理的证明. 首先对

p = 2, (4.6), (4.7)以及 P1上的整体 (Dirichlet边界的)Lp-估计表明

∥ϕu∥W 2,1
p (P1)

≤ C
∣∣ϕ1/2|∇u|

∣∣2
L2p(P1)

+ C, (4.8)

这里我们利用了 ∥α∇u+ β∥Lp(P1)的有界性.

我们断言上述估计对(4.6)和初边值条件(4.7′)仍然成立. 为此,首先我们通过

对解乘以一个已知函数将斜边值条件(4.7′)转为齐次 Neumann边值条件, 然后用

反射的技巧将边界估计转化为内估计. 事实上,将 B+
1 参数化为 (y, r),其中 r 是
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x 到 H1 的距离, y 是 H1 上的坐标. 令 ṽ = g1vg2, 其中 g1 = exp(−rA(ν)) ∈
C∞(B̄+

1 , G), g2 = exp(−r(a(ν) − A(ν))) ∈ C∞(B̄+
1 , G). 这里, g1,g2 的特殊取法是

为了保证在边界 H1上成立,
∂g1
∂ν

= −∂g1
∂r

= A(ν)

g1 = Id,
以及


∂g2
∂ν

= −∂g2
∂r

= a(ν)− A(ν)

g2 = Id,

这样初边值条件(4.7′)变为
ṽ(x,−1) = 0, x ∈ D1

∂ṽ
∂ν

= 0, on H1 × [−1, 0]

ṽ(x, t) = 0, on (∂D1 ∩ Σ)× [−1, 0].

接下来,我们计算 ṽ 的方程. 我们将要证明,它满足和(4.6)类似的方程,但是 α和

β 稍有不同. 在下面的计算中,任何具有 α∇u + β 的函数都称为低阶项. 由于 g1,

g2是光滑函数,我们得到

∆ṽ = g1∆vg2 + l.o.t.

因此, ṽ的方程是

∂ṽ

∂t
−∆ṽ = −g1ϕII(u)(∇u,∇u)g2 + α̃∇u+ β̃. (4.9)

现在,我们定义 v̂是 ṽ关于 H1的反射,即,

v̂(x, t) =

ṽ(x, t), x ∈ B+
1 × [−1, 0]

ṽ(−x, t), x ∈ (B1 \B+
1 )× [−1, 0].

容易验证 v̂ 是(4.9)在 B1 上的弱解, 且在 ∂B1 上具有 Dirichlet 初边值条件. 由

于 v = ϕu = g−1
1 ṽg−1

2 , 而且 g−1
1 , g−1

2 都是光滑函数, 我们知道, 和内部情形一样,

(4.8)在这种情况下也成立.

接下来,我们断言∫
P1

|ϕ1/2∇u|2p ≤ ε

∫
P1

|D2(ϕu)|p + C. (4.10)

注意到

|D2(ϕu)| ∼ ϕ|D2u|+ |D2ϕu|+ |∇ϕ∇u|,

而且后两项的时空 Lp范数都是有界的,故只需证明∫
P1

|ϕ1/2∇u|2p ≤ ε

∫
P1

|ϕD2u|p + C. (4.11)
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这实际上是如下 “固定 t版本”不等式的直接推论:∫
D1

ψ|∇u|2p ≤ ε

∫
D1

ψ|D2u|p + C, (4.12)

其中 ψ = [ϕ(t)]p是一个空间截断函数,而且我们假设它仅依赖于 r.

由于 ψ可被阶梯函数逼近, (4.12)可进一步约化为∫
DR

|∇u|2p ≤ ε

∫
DR

|D2u|p + C, ∀R ∈ [1/2, 1].

而上述不等式是如下的 Galiardo-Nirenberg不等式 [35, Thmorem. 1]的直接推论:

对任何 Rn中具有锥性质的区域,成立

∥Djw∥p ≤ C1∥Dmw∥ar∥w∥1−a
q + C2∥w∥q,

其中指标满足

1

p
=
j

n
+ a

(
1

r
− m

n

)
+ (1− a)1

q
, 0 ≤ j ≤ m,

j

m
≤ a ≤ 1.

现在,令 w = |∇u|,以及

p = 2p, r = p, j = 0, n = 2, m = 1, a = 1/2, q = 2,

则

∥∇u∥2p;DR
≤ C1∥D2u∥1/2p;DR

∥∇u∥1/22;DR
+ C2∥∇u∥2;DR

≤ Cε
1/2
0 ∥D2u∥1/2p;DR

+ C.

由此我们得到了 p = 2时断言的证明.

综上所述, (4.8)以及(4.12)表明

∥u∥W 2,1
2 (P1/2)

≤ C (4.13)

最后,我们提升先验估计(4.13). 由 Sobolev嵌入,

∥∇u∥L4(P1/2) ≤ C∥u∥W 2,1
2 (P1/2)

≤ C.

因此对任意的 q > 4,我们可以对 p = 4重复以上过程得到 ∥∇u∥Lq 的有界性,

再次重复以上过程, 我们知道 |∇u| 是 Hölder 连续的. 更高阶的估计由抛物

方程的标准理论易得.
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4.3 奇点可去

调和映照的奇点可去定理 [43, Theorem 3.6]表明定义在挖掉原点的单位圆盘

上的光滑调和映照可以光滑的延拓到整个单位圆盘上,只要该调和映照的能量有

限.

注意到在局部表达式 (3.3)中, u|ku−1u|k 是 G ↪→ Mr×r
∼= Rr2 的第二基本型.

而 u ∈ G, Ak, ∂kAk, ak, ∂kak 都是 Σ上的有界光滑函数. 因此,我们可以直接引用

文 [25, Theorem 1]中的奇点可去定理.

引理 4.3 (奇点可去) 假设 B1 是 R2 中的单位圆盘, u:B1 \ {0} → G是一个能量

有限的W 2,2
loc 映射. 若 u满足(3.3),它可以改写为如下一般形式

τ(u): = ∆u− II(u)(∇u,∇u) = α∇u+ β,

其中 α ∈ L∞(B1,R2), β ∈ Lp(B1, TG)对某个 p > 2,则 u可延拓成 W 2,p(B1, G)

中的映照 ũ.

在实际应用中,我们还需要关于边界孤立奇点的奇点可去定理. 注意到我们

的方程是共形不变的,故可以假设边界奇点的邻域是半圆盘. 则像小能量正则性

定理 (参考定理 4.2)中一样把边界情形约化到内部情形.

推论 4.4 (边界奇点可去) 令 B+
1 是中心在原点的上半圆盘, 其平坦边界记为

H1: = B+
1 ∩ {x = (x1, x2) ∈ R2|x1 = 0}. 回忆, A, a ∈ C∞(B+

1 , g ⊗ T ∗B+
1 ), 这里

g是 G的李代数. 假设 u:B+
1 \ {0} → G是一个能量有限的W 2,2

loc 映照. 如果 u满

足 τ(u) := ∆u− II(u)(∇u,∇u) = α∇u+ β, x ∈ B+
1

∂u
∂ν

+ [A(ν), u] + ua(ν) = 0, x ∈ H1,

其中 α ∈ L∞(B+
1 ,R2), β ∈ Lp(B+

1 , TG)对某个 p > 2,而 ν 是 H1 的外法向. 那么

u可以延拓成 ũ ∈ W 2,p(B+
1 , G).
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第 5章 解的奇性分析

和调和映照一样, 流(1.3)可能在有限时间产生奇点, 而且奇点产生的原因是

能量在该点集中. 首先,我们利用局部能量不等式和小能量正则性,证明在有限个

能量集中点之外,解是光滑收敛的,这即是定理 1.1的 (ii). 其次,我们证明了一个

椭圆版的小能量正则性, 并将其用于研究解的爆破. 与 Qing[38] 不同的是, 我们

可以研究 ti → T 的任何爆破序列. 最后, 我们将证明上述爆破过程中所产生的

bubble是到李群 G的调和映照,而且由于我们边界条件的特殊性,可以排除边界

bubble的存在性,这即证明了定理 1.1的 (iii).

注记 由于定理 1.1的 (i)已经在第 3章中证明. 而从后面的讨论知道 (iv)是平凡

的. 因而到本章为止,我们实际上完成定理 1.1的证明.

5.1 爆破准则与奇点的有限性

我们已经证明具有光滑初值的规范变换流(1.3)的短时间存在性. 令 [0, T1)是

解的极大存在区间,我们称 x0 ∈ Σ是时刻 T1的一个奇点或者能量集中点,如果

lim
R→0

lim sup
t↑T1

∫
DR(x0)

e(S(t)) ≥ ε0.

此时,相应地称 T1为一个奇异时刻. 不是奇异点的点称为正则点. 这里 ε0是小能

量正则性 (参考定理 4.2)中的常数. 一个一般的原理是: 如果 T1 是极大的, 则在

T1至少存在一个奇点. 其证明依赖于小能量正则性和经典的 bootstrap技巧.

接下来,我们将证明 T1 时刻奇点的有限性. 令 S(S, T1)是 T1 时刻奇点集全

体,它定义为

S(S, T1) =
∩
r>0

{
x ∈ Σ| lim sup

t↑T1

E(S(t);Dr(x)) ≥ ε0

}
.

对 S(S, T1)的任何子集 {xi}Ni=1,

lim sup
t↑T1

E(S(t);Dr(xi)) ≥ ε0, ∀1 ≤ i ≤ N,∀r > 0.

我们可以取 r足够小,使得 {D2r(xi)}Ni=1 是互不相交的,从而局部能量不等式 (参

考命题 4.1)表明,对任意的 τ ∈
[
T1 − ε0r2

2CE(S0;Σ)
, T1

)
.

Nε0 ≤
N∑
i=1

lim sup
t↑T1

E(S(t);Dr(xi))
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≤
N∑
i=1

(
E(S(τ);D2r(xi)) + lim sup

t↑T1

C
|t− τ |
r2
E(S0; Σ)

)
≤ E

(
S(τ);∪N

i=1D2r(xi)
)
+
N

2
ε0

≤ E(S0; Σ) +
N

2
ε0.

因而, N ≤ 2E(S0; Σ)/ε0.

最后,如果 x0 ∈ Σ \ S(S, T1),则 S在 (x0, T1)处光滑. 事实上,因为 x0是正则

点,存在 r > 0使得

lim sup
t↑T1

E(S(t);D2r(x
0)) < ε0.

因此,存在 r0 ∈ (0,min {r, r0}],其中 r0 是小能量正则性中的常数 (参考定理 4.2),

使得

sup
[T1−(r0)2,T1)

E(S(t);Dr0(x
0)) < ε0.

ε-正则性定理告诉我们存在弱极限 S(·, T1), 它在 S(S, T1) 之外光滑. 这就证明

了定理 1.1中的 (ii).

5.2 椭圆版小能量正则性

应用逆向局部能量不等式 (参考命题 4.1), 我们可以证明能量在给定时刻小

这一条件会保持一定的时间. 因此, 我们可以从抛物版的小能量正则性 (参考定

理 4.2)导出一个椭圆版的小能量正则性. 这在解的爆破中是有用的,事实上,我们

将证明,在每个奇点附近,对任意的 ti ↗ T1,可将 S 的局部表达式放大适当的倍

数使得它满足上述的椭圆版小能量正则性的条件, 进而表明它的极限是到 G 的

调和球.

命题 5.1 (椭圆版 ε-正则性) 假设 S 是(1.3)的一个极大解, 而且满足初始能量有

限,则存在常数 ε0 < 0以及 T ′ < T1, T ′ 可能依赖于具体的解,使得对任意的 t ∈
(T ′, T1], 成立如下的椭圆版小能量正则性: 若对某个 r < min

{
r0,
√
T1 − T ′, iΣ

}
,

这里 r0 (以及后面的 ε0)都是 ε-正则性定理 (参考定理 4.2)中的常数,有

E(S(t);Dr(x)) ≤ ε0, (5.1)

则存在 δ0 > 0,它只依赖于初始能量以及 ε0,使得对常数 Ck 有

sup
D̃δ0r

(x)

δk0r
k|∇k

AS| ≤ Ck, ∀k ≥ 1,

这里,我们用˜来记 Dr(x)缩放过后的区域,即 D̃δ0r(x): = {δ0y|y ∈ Dr(x)}.
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证明 令 ε0 = ε0/3,由沿着流能量的单调性 (参考命题 3.1)以及积分的绝对连续

性知,存在 T ′′ < T1,使得 ∫ T1

T ′′

∫
Σ

|∂tS|2 < ε0/2.

令 T ′ = T1+T ′′

2
以及 r′2 = T1−T ′′

2
. 对任意固定的 t > T ′以及 r < min {r0, r′, iΣ},逆

向局部能量不等式表明,当 s ∈ [t− r2, t] ⊂ [T ′′, T1]时,我们有

E(S(s);Dr/2(x)) ≤ E(S(t);Dr(x)) + 2

∫ t

s

∫
Dr(x)

|∂tS|2 + 4C
|t− s|
r2
E(S0; Σ).

因此,如果取 δ0 > 0充分小 ( δ0 < 1/4),使得 16Cδ20E(S0; Σ) < ε0,则

sup
s∈[t−4δ20r

2,t)

E(S(s); D̃2δ0r(x)) ≤ ε0,

这就验证了小能量正则性定理 4.2中的条件,从而要证的不等式成立.

5.3 调和球的产生

作为小能量正则性的应用,我们将证明爆破产生的 bubble是从 S2到 G的调

和映照.

我们仍然只考虑度量是欧氏的情形. 假设 x0 = 0是 T1时刻坐标邻域 U 中唯

一的一个奇点. 局部地, S(x, t)可以看作映照 u(x, t) : U × [0, T1)→ G. 令

ui(x) = u(x, ti), x ∈ U, ti ↗ T1.

由于 ui 具有有限能量, 故 ui ∈ W 1,2(U) ∩ C∞(U), 从而弱紧性表明 ui ⇀ u∞ ∈
W 1,2(U). 令

1

λi
= max

Ū
|∇u(x, ti)| = |∇u(xi, ti)|, xi ∈ Ū .

我们将 bubble分为如下两类:

(i) 边界: 1
λi
dist(xi, U ∩ ∂Σ)→ ρ < +∞;

(ii) 内部: 1
λi
dist(xi, U ∩ ∂Σ)→ +∞.

明显地,在两种情形下都有 λi → 0, xi → x0. 当我们考虑爆破过程时,我们不区分

子列与序列本身.

我们只考虑第一种情形, 因为第二种情形其实更加简单, 可由第一种情形稍

加修改得到. 应该注意到第二种情形的爆破点 (能量集中点) 可能位于 Σ 的边

界, 但是爆破得到的 bubble 却定义在整个平面 R2 上, 这时我们仍然称其为内部

bubble. 所谓的边界 bubble是指定义在半平面上的非平凡调和映照.
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x0

xi

U

Ũi

−ρ

Σy2

y1

图 5.1 爆破过程

首先,我们可以取一个恰当的坐标系 (参考图 5.1),其原点位于 x0 = 0, y1 轴

指向 Σ的内部, y2轴和 ∂Σ在 x0处相切. 令

wi(x, t): = u(xi + λix, ti + λ2i t), (x, t) ∈ Ũi × Ii, (5.2)

其中 Ũi: = {y ∈ R2|xi + λiy ∈ U}, Ii: = {t ∈ R1|ti + λ2i t ∈ [0, T1)}. 为了导出wi所

满足的方程,回忆规范变换流(1.3)的局部表达式是(4.5)(参考定理 4.2的证明),即
∂u

∂t
= ∆u− II(u)(∇u,∇u) + α∇u+ β, (x, t) ∈ U × [0, T1).

因此, wi满足

∂wi

∂t
= ∆wi − II(wi)(∇wi,∇wi) + λiα∇wi + λ2iβ. (5.3)

在伸缩变换(5.2)下,斜边值条件(3.4)变为,

0 = ν (w−1
i (dwi/λi + [A,wi]) + a)|(x,t), (x, t) ∈ Ũ∂;i × Ii, (5.4)

其中 Ũ∂;i: =
{
y ∈ R2|xi + λiy ∈ U ∩ ∂Σ

}
是 Ũi的边界中对应于 ∂Σ ∩ U 的部分.

对任意固定的 R > 0,

sup
DR

|∇wi(·, 0)| = sup
D̃λiR

(xi)

λi|∇ui| ≤ 1.

这表明命题 5.1中的小能量条件对 wi(x, 0), x ∈ DR/2 以及充分小的 r 成立. 因此

wi(·, 0)在 R2
+: = {(y1, y2) ∈ R2|y1 > −ρ}上局部光滑地收敛到 w0

∞(·). 此外,从命

题 5.1的证明还知道,存在某 δ0 > 0,使得 sup[−4δ20r
2,0) E(wi; D̃2δ0r(x)) < ε0,对任意

的 x ∈ DR/2 以及如上的小 r 都成立. 因此定理 4.2表明,在 Pδ0R 中, wi 光滑地收

敛到 w∞且∫
Pδ0R

∣∣∣∣∂w∞

∂t

∣∣∣∣2 = lim
i→∞

∫
Pδ0R

∣∣∣∣∂wi

∂t

∣∣∣∣2 = lim
i→∞

∫
Pλiδ0R

(xi,ti)

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 = 0,
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其中最后一个等式是由于积分的绝对连续性以及∫ T1

0

∫
Σ

∣∣∣∣∂S∂t
∣∣∣∣2 < +∞.

由此可见, w0
∞(·) = w∞(·, 0) 是一个从 R2

+ 到 G 能量有限的调和映照. 事实上,

|∇wi(·, 0)|L∞(DR) ≤ |∇ωi(0, 0)| = 1 以及 α ∈ L∞(DR), β ∈ L∞(DR) 明显地表

明(5.3)中 wi 的低阶项在 i → ∞ 时将趋于 0. 由(5.4), w0
∞ 的边界条件是如下的

Neumann型

∂w∞

∂ν
: = ν dw∞ = lim

i→∞
ν dwi = − lim

i→∞
λi(ν [wi, A] + wia) = 0.

因此,我们通过反射可将 ω0
∞ 延拓到定义域为 R2. 由 C1 调和映照的正则性知它

仍然是一个调和映照. 而由调和映照的可去奇点定理 [43, Theorem 3.6]知, ω0
∞ 是

一个bubble,即从 S2到 G的非常值调和映照.

5.4 边界 bubble的不存在性

我们可以进一步排除边界 bubble. 事实上, 假设 w0
∞ 是一个从到 G 的非常

值调和球. 令 Φ 是其相应的全纯 2 形式 (holomorphic quadrati differential), 则 Φ

在 S2 上恒为零 [18, Lemma 9.15, p. 500]. 特别地, 这表明 w0
∞ 是弱共形的, 即

(w0
∞)∗hN = λ(x)gS2 , λ ≥ 0. 由于对边界 bubble,在赤道上,我们有 ∂w0

∞
∂ν

= 0,因此

λ(x)gS2(ν, ν) = hN((w
0
∞)∗(ν), (w

0
∞)∗(ν)) = 0,故在赤道上 λ = 0. 而这说明沿着赤

道切向导数也为零. 最后,调和映照中一个经典的定理表明,在区域的边界为常值

的调和映照是平凡的 (参考 [18, Theorem 9.1.3, p. 503]). 特别地,这就证明了每个

奇点至少产生一个 bubble,故我们完成了定理 1.1中 (iii)的证明. 至此,我们完成

了定理 1.1的证明.

57



第 5章 解的奇性分析

58



第 6章 奇异解的延拓

第 6章 奇异解的延拓

Struwe[49, Theorem 4.2]在研究调和映照流时,他考虑了从W 1,2的初值出发,

并证明了整体弱解的存在性. 这里,我们考虑从光滑初值出发,解流方程(1.3)直至

第一个奇异时刻,然后通过光滑截面来逼近弱解进而得到流的广义解. 直观上,当

用逼近来磨光奇点时, bubble的能量也被去掉了. 因而沿着流整体能量仍然是单

调递减的. 然而,在截断—粘接过程中也会消耗一部分能量. 从而为了保证广义解

的能量沿着流是单调递减的,我们需要精确控制能量的消耗. 此外,对能量集中点

位于边界的情形,我们也需要处理广义解的边界条件.

如果短时间解 S(t)在 T1 < +∞时刻爆破,由定理 1.1的 (ii)我们知道 S(T1) ∈
W 1,2(AutGE). 像 Struwe一样,我们应该可以用 [45, Lemma 3.2]的推广形式来得

到 S(T1)的光滑逼近截面,进而用它们来研究流的极限. 这里,我们的做法稍有不

同. 更确切地,我们将用某种震荡估计来具体地构造逼近序列,然后以该序列为初

值继续解流方程.

接下来,我们首先证明S(T1)在奇点附近的震荡估计,然后证明重要的逼近引

理 (参考引理 1.2). 一旦有了逼近引理,我们比较容易证明广义解的存在性,即定

理 1.3.

6.1 奇点附近的震荡估计

尽管一般而言我们并不知道弱极限 S(T1)在奇点附近是不是连续的,但是我

们却可以在奇点的一个环形邻域里控制它的振幅,这对我们证明逼近引理是至关

重要的.

命题 6.1 假设 x0是时刻 T1时的一个孤立奇点,则对任何 ε > 0,存在 δ = δ(ε) >

0,使得

oscDδ(x0)\Dδ/2(x0) S(T1): = sup
x1,x2∈Dδ(x0)\Dδ/2(x0)

|S(x1, T1)− S(x2, T1)| < ε. (6.1)

证明 这里的证明基于 Qing关于调和映照流的解在有限时刻奇点附近的梯度估

计 (参考 [39, Theorem 3.4]). 因为弱极限 S(T1): = S(·, T1)的能量有限,我们可取

r0充分小,使得对命题 5.1中给定的 ε0 > 0,有

E(S(T1);D|x−x0|(x)) ≤ ε0, ∀x ∈ Dr0(x0) \ {x0} .
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因此存在常数 C2 > 0以及 δ0 > 0(它们都不依赖于圆心 x和半径 |x− x0|),使得,

|∇2
AS|(y, T1) ≤

C2

δ20|x− x0|2
, ∀y ∈ D̃δ0|x−x0|(x).

我们断言当 x → x0 时, |∇AS|(x, T1) ≤ o(1)
|x−x0| . 事实上, 若非如此, 则存在

ε̄ > 0以及序列 xk → x0, k →∞,使得

|xk − x0||∇AS|(xk, T1) > ε̄, ∀k = 1, 2 . . . .

对任意的 y ∈ D̃ν|xk−x0|(xk),其中 ν < min
{
δ0,

δ20
2C2

ε̄
}
是一个固定的小数,由中值

定理,存在 zk ∈ D̃ν|xk−x0|(xk),

|∇AS|(y, T1) = |∇AS|(xk, T1) + (y − xk) · ∇|∇AS|(zk, T1)

≥ ε̄

|xk − x0|
− |y − xk||∇2

AS|(zk, T1) (Kato不等式)

≥ 1

|xk − x0|
(
ε̄− C2ν/δ

2
0

)
≥ ε̄

2|xk − x0|
.

在 D̃ν|xk−x0|上积分得到,∫
D̃ν|xk−x0|(xk)

|∇AS(·, T1)|2 ≥ Cε̄2ν2, (6.2)

这里常数 C 仅依赖于 Σ的几何.

最后,注意到∫
Σ

|∇AS(·, T1)|2 ≤ 2

∫
Σ

{
|S(·, T1)a|2 + 2e(S(·, T1))

}
< +∞.

由积分的绝对连续性知,∫
D̃ν|xk−x0|(xk)

|∇AS(·, T1)|2 → 0, k →∞,

这与(6.2)矛盾.

现在考察两点 x1, x2 ∈ Dδ(x0) \Dδ/2(x0),令 γ(t)是Dδ(x0) \Dδ/2(x0)中连接

x1, x2 的一条道路,并假设其具有弧长参数. 明显地,我们可以假设曲线 γ 的长度

L(γ) ≤ l0δ,其中 l0 是一个仅依赖于 Σ度量的常数. 我们还可进一步假设 Dδ(x0)

完全落在某个局部平凡化 Uα中,则

(∇γ̇(t);AS)|Uα =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

S|Uα(γ(t)) + γ̇(t) [A, S]|Uα ,

其中 A是 Uα上定义的 g-值的 1-形式. 因此,在 Uα中,∣∣∣∣ ddt
∣∣∣∣
t=0

S(γ(t))

∣∣∣∣ ≤ |∇γ̇(t);AS|+ C,
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其中 C 是依赖于联络 A以及结构群 G的常数. 现在,取 δ = δ(ε),使得 2Cl0δ < ε,

则(6.1)可由如下计算得到:

|S(x1, T1)− S(x2, T1)| ≤
∫ L(γ)

0

∣∣∣∣ ∂∂tS(γ(t), T1)

∣∣∣∣ d t
=

∫ L(γ)

0

(
|∇γ̇(t);AS(·, T1)|+ C

)
d t

≤
∫ L(γ)

0

(
o(1)

|γ(t)− x0|
+ C

)
d t

≤
(
2o(1)

δ
+ C

)
l0δ < ε.

6.2 逼近引理的证明

在本节中,我们将证明逼近引理 (参考引理 1.2).

根据奇点的位置,我们将分两类情形来讨论. 因为在内部的情形,相比于边界

情形,我们不需要担心边界条件.

首先,让我们考虑比较简单的内部情形. 假设 x0 是一个内部奇点,不失一般

性,可以假设 D2δ(x0) = B2δ(x0)完全包含在平凡化邻域 U 中,而且 S(·, T1)|U 的
局部表达式是 u:U → G. 对任何 ū ∈ G,存在一致常数 η1 > 0使得 ū处的指数映

照是从 g中原点附近的邻域到 Bη1(ū)的微分同胚. 对该 η1,由命题 6.1,可进一步

取小 δ = δ1 > 0,使得 u|Dδ(x0)\Dδ/2(x0) ∈ Bη1(u
0) ⊂ G,其中 x0是Dδ(x0) \Dδ/2(x0)

中一固定点, u0 = u(x0) ∈ G. 令 ϕ是满足如下条件的截断函数,

ϕ =

0, Dδ/2(x0)

1, Dc
δ(x0),

且 |∇ϕ| < 4

δ

并定义

ũ(x) = expu0(ϕ(x) exp−1
u0 u(x)), x ∈ D2δ(x0),

则

ũ(x) =

u
0, x ∈ Dδ/2(x0)

u(x), x ∈ D2δ(x0) \Dδ(x0).

我们断言, 在 Dδ(x0)中由局部表达式 ũ决定的规范变换 S̃(·, T1)在 Dδ(x0)之外

和 S(·, T1)相等. 事实上,它恰好可以作为逼近引理 (引理 1.2)中的截面.
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为了证明这一断言,只需估计在这一截断过程中能量的消耗. 为此,我们计算

如下:

2E(S̃(·, T1);D2δ(x0)) =

∫
D2δ(x0)

|ũ−1(d ũ+ [A, ũ] + a)|2 dx

=

[∫
D2δ(x0)\Dδ(x0)

+

∫
Dδ(x0)\Dδ/2(x0)

+

∫
Dδ/2(x0)

]
| d ũ+ [A, ũ] + ũa)|2 dx

= 2E(S(·, T1);D2δ(x0) \Dδ(x0)) +

∫
Dδ/2(x0)

|[A, u0] + u0a|2 dx

+

∫
Dδ(x0)\Dδ/2(x0)

| d ũ+ [A, ũ] + ũa|2 dx.

由我们对 δ的选取,对任意的 x ∈ Dδ(x0) \Dδ/2(x0),有 ũ, u ∈ Bη(u
0). 因此, |ũ|可

由一个只依赖于 G的常数控制. 此外,对充分小的 η = η2 < η1,微分 |d expu0 |gη |
与 |d exp−1

u0 |Bη(u0)|都被一个一致常数控制. 因此,

| d ũ+ [A, ũ] + ũa| ≤ C + |dũ| ≤ C(1 + |dϕ|| exp−1
u0 u|+ |du|)

≤ C(1 + η/δ + |du+ [A, u] + ua|).

对任意给定的 σ > 0, 存在某个 0 < δ0 < δ1 以及 0 < η0 < η2, 使得对任意的

δ < δ0与 η < η0,有 (回忆, N 是爆破点的个数),∫
Dδ(x0)\Dδ/2(x0)

|dũ+ [A, ũ] + ũa|2 dx ≤ C
(
δ2 + η2 + E(u;Dδ(x0))

)
<

σ

3N
,

以及 ∫
Bδ/2(x0)

|[A, u0] + u0a|2 dx ≤ Cδ2 ≤ σ

3N
, E(S(·, T1);Dδ(x0)) ≤

σ

3N
.

因此,

0 ≤ E(S̃;D2δ0(x0))− E(S(·, T1);D2δ0(x0) \Dδ0(x0)) ≤
2σ

3N
, ∀δ0 < δ0.

特别地, ∣∣∣E(S̃;D2δ0(x0))− E(S(·, T1);D2δ0(x0)
∣∣∣ ≤ σ

N
. (6.3)

这就在爆破点位于 Σ内部时证明了引理 1.2.

当爆破点位于 Σ的边界时,我们已在第 5.4节证明了没有边界 bubble. 然而

此时却可能在该点处存在内部 (完整的)bubble. 为了处理边界条件, 我们需要分

三步来完成逼近截面的构造. 首先,然我们像内部情形一样修改,并记得到的规范

变换为 S1.
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x0
δ0

2

δ0

3δ0

2

2δ0

∂Σ

Σδ′
0

图 6.1 边界爆破点处的截断

我们主要关心的是 D2δ0(x0) 以内的区域. 令 u,w 分别是 S(·, T1) 和 S1 在

D2δ0(x0)上的局部表示. 注意到,在第一步改造中,我们利用截断函数切掉了奇点,

但是边界条件却变坏了. 在接下来的一步中,我们将匹配边界条件,而且要求它和

第一步构造的映照非常接近. 回忆,我们的边界条件是

∂u

∂ν
+ [A(ν), u] + ua(ν) = 0.

令 V (u): = [A(ν), u] + ua(ν),它是 G在 u处的一个切向量. 我们将通过加 ′ 来记

位于 ∂Σ上的那部分边界. 例如 ∂′D2δ0 = ∂D2δ0 ∩ ∂Σ. 令 x = (y, r)是 ∂′D2δ0 附近

的坐标,其中 r 是 x到 ∂′D2δ0 的距离,而 y 是 ∂′D2δ0 上的坐标. 则我们的新映照

定义如下:

q(y, r) = expw(y,0)(rV (w(y, 0))), y ∈ ∂′D2δ0(x0).

容易验证如下基本性质:

• q(y, 0) = w(y, 0);

• q满足边界条件. 事实上,在边界上,

∂q

∂ν
= −∂q

∂r
= −V (w(y, 0)) = −V (q(y, 0)).

最后,令

v(y, r) = expu0(ξφ exp−1
u0 q + (1− ξφ) exp−1

u0 w),

其中 ξ是一个截断函数,满足

ξ =

1, x ∈ Σδ′0

0, x ∈ Σ \ Σ2δ′0
,
|∇ξ| ≤ 2

δ′0
, 0 ≤ ξ ≤ 1,

这里 δ′0充分小 (δ′0 < min {1, δ0}),而 Σδ′0
定义为 Σ中到 ∂Σ的距离不超过 δ′0的点

的全体. φ = φ(y)是 ∂Σ上的一个截断函数,满足

φ =

1, y ∈ ∂′D3δ0/2,

0, y ∈ ∂Σ \ ∂′D2δ0 ,
|∇φ| ≤ 4

δ0
, 0 ≤ φ ≤ 1.
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注意到,对 y ∈ ∂′D2δ0(x0), w(y, 0)以及 d exp |w(y,0) 都被 |u0|, 1 + η与依赖于

G的几何的常数三者的乘积界定. 在下面,我们用 a ≲ b来表示 a小于等于 b乘以

1 + η, δ0 以及某个仅依赖于 A, a, u0, G而不依赖于 δ′0 的常数. 为了简单起见,我

们省略 L∞模的区域 Σ2δ′0
∩D2δ0(x0). 直接计算得到,

∥∇q∥L∞ ≲ ∥V (w(y, 0))∥L∞ + δ′0∥∇y[V (w(y, 0))]∥L∞

+ ∥∇yw(y, 0)∥L∞ exp(δ′0∥V (w(y, 0))∥L∞)

≲ ∥w(y, 0)∥L∞(∂′D2δ0
(x0))

+
(
δ′0 + exp(δ′0ηC(A, a, u

0))
)
∥∇yw(y, 0)∥L∞(∂′D2δ0

(x0)).

因此 exp−1
u0 q在 η, δ′0, δ0充分小时是可定义的.

为了验证 v满足边界条件,我们只需关心在 ∂′D2δ0 \ ∂′D3δ0/2上的情况. 在这

部分边界上,我们有 ∂r(ξφ) = 0, q = w = v,因此 V (q) = V (w) = V (v),且

∂v

∂r
= d expu0 |exp−1

u0
q

{
∂r(ξφ)

[
exp−1

u0 q − exp−1
u0 w

]
+ ξφ∂r exp

−1
u0 q + (1− ξφ)∂r exp−1

u0 w
}

= d expu0 |exp−1

u0
q

{
ξφd exp−1

u0 |q
∂q

∂r
+ (1− ξφ)d exp−1

u0 |w
∂w

∂r

}
= d expu0 |exp−1

u0
qd exp

−1
u0 |q {ξφV (q) + (1− ξφ)V (w)}

= d[expu0 ◦ exp−1
u0 ]|qV (v)

= V (v),

这即是说
∂v

∂ν
= −∂v

∂r
= −V (v),

这就验证了边界条件.

我们还需要证明 v在 D2δ0(x0)中的能量充分小. 事实上,

|∇v| ≲ |∇(ξφ)
(
exp−1

u0 q − exp−1
u0 w

)
|+ |ξφ∇q|+ (1− ξφ)|∇w|,

| exp−1
u0 q(y, r)− exp−1

u0 q(y, 0)| ≲ |∇q|r,

| exp−1
u0 w(y, r)− exp−1

u0 q(y, 0)| ≲ |∇w|r.

因此,∫
D2δ0

(x0)

|∇v|2 ≲ 2

∫
D2δ0

(x0)

|∇(ξφ)|2
(
|∇q|2 + |∇w|2

)
r2 + |ξ∇q|2

+ 2

∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2
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≲ 2

∫
Σ2δ′0

∩D2δ0(x0)

2(|∇ξ|2 + |∇φ|2)(|∇q|2 + |∇w|2)δ′20 + |∇q|2

+ 2

∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2

≲
[
1 + δ′20

(
1

δ′20
+

1

δ20

)]{∫
Σ2δ′0

∩D2δ0(x0)

|∇q|2 +
∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2
}

≲
(
1 +

δ′20
δ20

){∫
Σ2δ′0

∩D2δ0(x0)

|∇q|2 +
∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2
}
.

我们已经证明,在 Σ2δ′0
∩D2δ0(x0)上,

|∇q(y, r)| ≲ |w(y, 0)|+
(
δ′0 + exp(δ′0ηC(A, a, u

0))
)
|∇yw(y, 0)|

≤ C(A, a, u0)(1 + η)

[
1 +

(
δ′0 + exp

(
δ′0ηC(A, a, u

0)
))( η

δ0
+

1

δ0

)]
.

由于我们可以假设 η < 1和 δ′0 < 1,

|∇q(x)|2 ≤ C(A, a, u0)

(
1 +

1

δ20

)
, ∀x ∈ Σ2δ′0

∩D2δ0(x0).

我们首先取 δ0充分小,使得∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2 ≤ σ

9NC(A, a, u0)
.

因此,我们可取 δ′0充分小 (依赖于 δ0),使得∫
D2δ0

(x0)

|∇v|2 ≤ C(A, a, u0)

[(
1 +

1

δ20

)(
1 +

δ′20
δ20

)
δ0δ

′
0

+

(
1 +

δ′20
δ20

)∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2
]

≤ σ

9N
+

σ

9N
+ C(A, a, u0)

δ′20
δ20

∫
D2δ0

(x0)

|∇w|2 ≤ σ

3N
.

令 S̃ 是在 D2δ0(x0)中与局部表达式 v 对应的规范变换. 则明显(6.3)成立. 这样我

们就完成了逼近引理的证明.

6.3 广义解的存在性

接下来,我们首先证明对任何 σ < ε0(小能量正则性中的常数),在逼近过程中

的能量损失至少为 ε0 − σ. 然后我们证明定理 1.3中陈述的广义解存在且沿着流

其能量是单调递减的.
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为了计算能量的损耗,注意 x0 是一个奇点,我们知道存在子序列 {ti} ↗ T1,

使得对任何 δ′ < δ0 (δ0是逼近引理中在 x0处的常数),

lim
ti↗T1

E(S(·, ti);Dδ′(x0)) ≥ ε0.

另一方面, 由于 x0 是 D2δ0(x0) 中唯一的一个奇点, 小能量正则性表明 S(·, t) 在
D2δ0(x0) \Dδ′(x0)上强收敛 (C∞)到 S(·, T1)

lim
ti↗T1

E(S(·, ti);D2δ0(x0)) = lim
ti↗T1

E(S(·, ti);D2δ0(x0) \Dδ′(x0))

+ lim
ti↗T1

E(S(·, ti);Dδ′(x0))

≥ E(S(·, T1);D2δ0(x0) \Dδ′(x0)) + ε0.

令 δ′ → 0,则由(6.3),我们得到在逼近弱解的过程中能量损耗满足

lim
ti↗T1

E(S(·, ti);D2δ0(x0)) ≥ E(S̃(·, T1);D2δ0(x0)) + ε0 − σ.

因此,

lim
ti↗T1

E(S(·, ti); Σ) ≥ E(S̃(·, T1); Σ) +N(T1)(ε0 − σ), (6.4)

其中 N(T1)是在时刻 T1时爆破点的个数.

接下来, 我们转入对广义解的存在性的证明. 我们解流方程(1.3)直到第一奇

异时刻, 然后我们取逼近引理中的截面 S̃ 作为新的初值, 并再次求解流方程. 命

题 3.1表明
∂

∂t
E(S(·, t); Σ) = −

∫
Σ

|∂tS|2 ≤ 0.

令 Ik: = [Tk, Tk+1), k = 0, 1, . . . , K,其中 Tk 是奇异时刻 (除了 T0 = 0与 TK+1 =

+∞). 为了简化记号, 我们记 S 为广义解, 因此对奇异时刻 Tk, S(Tk) 应该理解

为引理 1.2中的 σ逼近规范变换. 首先,对形如(6.4)中的爆破时间序列 ti ↗ T1,将

S 在 [T0, ti]上积分, ∫ ti

T0

∫
Σ

|∂tS|2 = E(S(T0); Σ)− E(S(ti); Σ),

两边同时取极限并应用(6.4),

E(S(T1); Σ) ≤ E(S(T0); Σ)−N(T1)(ε0 − σ).

在 Ik, k = 1, 2, . . . , K − 1,上应用同样的论证得

E(S(Tk+1); Σ) ≤ E(S(Tk); Σ)−N(Tk+1)(ε0 − σ).
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求和得到

E(S(TK); Σ) ≤ E(S0; Σ)− (ε0 − σ)
K∑
k=1

N(Tk).

最后,对 IK ,由于能量在 IK 上单调递减,∫ ∞

TK

∫
Σ

|∂tS|2 ≤ E(S(TK); Σ) ≤ E(S0; Σ)− (ε0 − σ)
K∑
k=1

N(Tk) < +∞,

这就表明存在 ti →∞,使得

∥(∂tS)(·, ti)∥L2(Σ) → 0.

完全类似于张力场属于 L2 的调和映照列的爆破 (其过程完全类似于第 5.3节中

讨论的有限时间爆破),我们知道当 ti → ∞时 Si: = S(·, ti)在有限个奇点之外光
滑收敛到 S∞. 由奇点可去定理 (参考引理 4.3和推论 4.4), S∞ 是方程(1.1)在 Σ上

的解. 这就证明了定理 1.3.
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第 7章 Uhlenbeck-Rivière分解的热流证明

在 [41]中,圆盘上关于 “小”联络的库伦规范的存在性在证明守恒律的存在

性中起着重要作用. 其基本思想是在好的规范下有好的估计. 而后守恒律可由椭

圆偏微分方程组的不动点定理导出.

我们也可用热流方法给出前面提到的库伦规范的存在性. 事实上,将前面证

明的方程(1.3)的广义解的存在性应用于一个特例,我们将要给出一个流版本的证

明. 直接极小化的证明可以参考 [9, Proposition 2],而 Rivière的原始证明可以参考

[41, Theorem 2.1].

在下面,我们将取 Σ是 R2中一小圆盘,不一定具有欧氏度量. E 是 Σ上秩为

m而结构群为 SO(m)的向量丛. E上一联络可以写为 d+Ω,其中Ω ∈ so(m)⊗T ∗Σ

是一个取值在 so(m)中的 1-形式. 则对任一规范变换 S,

S∗(d+ Ω) = d+ S−1dS + S−1ΩS: = d+ Ω̃.

因此,如果我们令 A0 = d是平凡联络以及 A = d + Ω,则方程(1.3)广义解的存在

性表明存在 S ∈ C∞(Σ, SO(m)),使得

0 = ∇∗
d+Ω̃

Ω̃ = ∇∗
dΩ̃ +

{
Ω̃, Ω̃

}
= d∗Ω̃.

由 Poincaré引理,存在某个 ξ ∈ C∞(Σ, so(m)),使得∇
⊥ξ = S−1dS + S−1ΩS, x ∈ Σ

ξ = 0, x ∈ ∂Σ.
(7.1)

边界条件是因为,由流的边界条件,在 ∂Σ上,

0 = ν (S∗(A)− A0) = ν Ω̃ = ν ∇⊥ξ = ν⊥ (−∇ξ),

这表明 ξ 沿着 ∂Σ是常值. 由于 ξ 可以相差一个常数,因而我们可令 ξ 在 ∂Σ上恒

为零.

为了证明推论 1.4中的估计成立,我们需要构造恰当的 S0. 将

Σ2δ: =
{
x ∈ Σ̄| dist(x, ∂Σ) ≤ 2δ

}
参数化为 x = (y, r),其中 r是到 ∂Σ的距离而 y是 ∂Σ上的参数. 首先,让我们假

设 Ω ∈ C∞(Σ, so(m)⊗ T ∗Σ)并令初值为

S0(x) = exp {(1− η)rΩν(x)} .
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其中 Ων(x) = −Ω(r, y)( ∂
∂t

∣∣
t=0

r), η ∈ C∞
0 (Σ),满足

η =

0, x ∈ Σδ

1, x ∈ Σ \ Σ2δ

, 且 |∇η| ≤ 2/δ.

为了验证它在区域的角是相容的,注意到在角 ∂Σ× {0}, S = S0 = Id,其中 Id是

∂Σ上的常值截面,且将每个点都映射到 G中的单位元,

ν (S∗(A)− A0) = ν (S−1 dS + S−1ΩS) = ν (dS + Ω)

= − ∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

r (∂rS0dr) + Ων = −Ων + Ων = 0.

S0的能量可以控制如下

2E(S0) =

∫
Σ

|S−1
0 dS0 + S−1

0 ΩS0|2 ≤
∫
Σ

(|dS0|2 + |Ω|2) = ∥dS0∥22 + ∥Ω∥22.

我们断言 E(S0)可以取得任意小. 事实上,注意到,对 x ∈ Σ2δ, exp的导数关

于 δ是一致有界的,因此

|dS0| ≤ C ((1− η)|Ων |+ r (|∇η||Ων |+ |dΩν |)) ,

故

|dS0|2 ≤ C|Ω|21,2
(
1 + r2|∇η|2 + r2

)
.

最后, ∫
Σ

|dS0|2 =
∫
Σ2δ\Σδ

|dS0|2 ≤ C

∫
Σ2δ\Σδ

|Ω|21,2(1 + δ2 · 1/δ2 + δ2),

由积分的绝对连续性,当 δ → 0时它是趋于零的.

因此,对任意的 ε > 0,我们可以构造 S0,使得 ∥dS0∥2 ≤ ε. 由能量沿着流的

单调递减性,

∥Ω̃∥22 = 2E(S) ≤ 2E(S0) ≤ ∥Ω∥22 + ε2.

此外,由于 ∇⊥ξ = S−1dS + S−1ΩS,

∥dS∥2 ≤ ∥Ω∥2 + ∥∇⊥ξ∥2 = ∥Ω∥2 + ∥Ω̃∥2 ≤ 2∥Ω∥2 + ε.

由 Poincaré不等式,我们就得到

∥dS∥2 + ∥ξ∥1,2 ≤ C(m)∥Ω∥2.
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为了证明对 Ω ∈ L2(Σ, so(m) ⊗ T ∗Σ)也成立估计, 我们在 L2 中用光滑的联络 1

形式 Ωk ∈ C∞(Σ, so(m) ⊗ T ∗Σ) 来逼近 Ω, 且要求 ∥Ωk∥2 ≤ ∥Ω∥2. 对 A0 = d,

Ak: = d+Ωk, ak: = Ωk,求解规范变换流
S−1 ∂S

∂t
= −∇∗

S∗(Ak)
(S∗(Ak)− A0), (x, t) ∈ D × (0,+∞)

S(x, 0) = exp((1− η)rak,ν), x ∈ D

ν (S∗(Ak)− A0) = 0, (x, t) ∈ ∂D × [0,+∞)

可得 Sk ∈ W 1,2(D, SO(m)) ∩ C∞, ξk ∈ W 1,2(D, SO(m)) ∩ C∞,它们是(7.1)的解,

且

∥dSk∥2 + ∥ξk∥1,2 ≤ C(m)∥Ωk∥2.

因此, Sk, ξk都是W 1,2有界的,由弱紧性知 Sk, ξk分别弱收敛到W 1,2中的 S∞, ξ∞.

对(7.1)两边同时取极限, 就得到需要的规范变换. 而范数的弱下半连续性表明估

计式仍然成立. 这就证明了推论 1.4.
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第二部分

多调和映照的 Neck分析
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第 8章 主要结果的陈述

假设 Ω是 Rn中一个光滑区域而 N 是 RK 中一个光滑紧致子流形. 对W 2m,2

映照 u: Ω→ N ,考察全能量

E(u; Ω) = 1

2

∫
Ω

|∇mu|2,

其中 ∇是定义在 Ω上函数的普通导数. E(u; Ω)称为外 m-多调和能量,因为它依

赖于 N 如何嵌入到 RK 中. E(u; Ω)的临界点称为外多调和映照. 它是调和映照

的直接推广,而且在过去几十年中有着广泛而深入的研究. 我们期望调和映照的

很多理论可以推广到多调和映照的情形. 对双调和 (它是多调和的一个特例, 即

m = 2的情形)的研究表明确实如此. 当然,对多调和映照的研究之主要挑战是其

欧拉—拉格朗日方程是高阶椭圆方程组.

在临界维数之上 (n > 2m), 一般的多调和映照 (m > 2) 的正则性问题比

双调和映照还要困难, 因为还不知道单调性公式是否成立. 从而只有少数结果,

Angelsberg和 Pumberger[2]在比能量有界更强的条件下证明了部分正则性. 在本

文中,我们只考虑临界情形,即 n = 2m.

在临界情形,受 Hélein [13]的有名工作的启发,我们期望弱解是光滑的. 在双

调和映照的情形,这一结论在目标流形是球的情形被 Chang, Wang和 Yang [5]证

明 (也参考 [50]). 而后对一般的目标流形,证明是由Wang [55]给出的. 对一般的

(外)多调和映照, GoldStein, Strzelecki和 Zatorska-GoldStein [11]证明了到球的弱

多调和映照是光滑的. 对一般的目标流形, Moser [32] 用流的办法对能量极小的

多调和映照证明了同样结论. 最终, Gastel 和 Scheven [10] 完全证明了临界维数

下,弱多调和映照是光滑的.

在本文中, 我们将研究一列具有一致能量上界的光滑外多调和映照的紧性.

具体地,假设 ui:B → N 是那样的序列,且

E(ui) := E(ui;B) ≤ Λ <∞,

其中 B 是 R2m 中单位球. 由于 n = 2m是临界维数,我们可以证明这时有小能量

正则性定理成立 (参考定理 12.1), 由此出发, 我们可以像研究调和映照或者双调

和映照在临界维数时的紧性和爆破一样研究多调和映照的紧性和爆破. 由于对多

bubble的情形的讨论已经非常标准了 (参考 [7]以及 [37]), 我们只讨论单 bubble

的情形. 即
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• ui在 B̄ \ {0}上局部光滑收敛到多调和映照 u∞;

• 存在爆破序列 λi → 0使得

vi(x): = ui(λix)

在 C∞
loc(R2m)拓扑下收敛到某个多调和映照 ω;

• ω是唯一的 bubble.

对任何 δ > 0以及任何 R > 0,由以上讨论 ui 只有在 neck区域 Bδ \ BλiR 上的行

为是不清楚的. 在该区域上对 ui的研究一般称为neck分析,它至少包含如下的典

型问题:

(Q1) 是否有

lim
δ→0

lim
R→∞

lim
i→∞

∫
Bδ\BλiR

|∇mui|2 + |∇ui|2m = 0?

若上式成立, 则称其为 能量等式 或者 能量量子化, 它表明在爆破过程中,

neck区域上没有能量损失. 即,

lim
i→∞

E(ui;B) = E(u∞;B) + E(ω;R2m), (8.1)

其中

E(u; Ω) =

∫
Ω

|∇mu|2 + |∇u|2m.

(Q2) 是否有

lim
δ→0

lim
R→∞

lim
i→∞

oscBδ\BλiR
ui = 0? (8.2)

若上式成立,则 {ui}对爆破序列 {λi}具有no neck性质,它表示 u∞ 的像和

ω的像是相交的.

这些问题在调和映照和双调和映照的情形有大量研究. 关于调和映照可以参

考 [7, 17, 37, 38, 54],而关于双调和映照可以参考 [16, 22, 24, 56, 58, 59].

这部分的主要结果是证明能量等式和 no neck对上述序列成立.

定理 8.1 假设 {ui} 是一列定义在 B ⊂ R2m 上的光滑 (外) m-多调和映照, 且

E(ui) ≤ Λ,这里 Λ > 0是某个一致常数. 若 ui 在 B̄ \ {0}上局部光滑收敛到 u∞

而且存在 λi → 0使得 vi(x): = ui(λix)在 R2m 上局部光滑收敛到 ω. 如果 ω是唯

一的 bubble,则(8.1)和(8.2)成立.

对定理 8.1的证明思路类似于 [24],这一方法首先由 [43]提出,而后由 [40]推

广并深化. 众所周知, neck分析的要点在于 neck的长度 (等价地 δ/(λiR))是不可
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控制的. 故其证明分为两部分. 首先是比较 neck区域上映照与其自身在球面上平

均的差并注意到它是一个逼近多调和函数,而关于逼近多调和函数我们可以证明

三圈引理 (参考定理 8.2)成立. 进而得到 ui的能量中含有球面方向的导数部分具

有指数衰减 (参考(12.26)),从而在 neck区域上积分,其长度趋于无穷不再是问题.

第二部分是关于经典的 Pohozaev恒等式的非平凡推广,它首先是由 [28]在研究

调和映照的 neck分析时引进的.

尽管 [24]中很多证明都可以比较容易地改造成多调和映照的版本,但是其中

有两个要点需要完全重新证明. 即三圈引理与 Pohozaev型不等式. 事实证明,从

m = 2的双调和映照推广到 m > 2的多调和映照情形利用到了 ∆m 的良好结构.

特别地, 我们对 m-多调和映照得到如下的三圈引理, 据我们所知, 它是全新的结

果.

定理 8.2 令 B ⊂ R2m 是单位球. 存在仅依赖于 m的常数 L > 0,使得对任何定

义在 B \ {0}上的非零的光滑函数 u,若满足

∆mu = 0, x ∈ B \ {0} ,

以及 ∫
∂Bρ

u = 0, ∀ρ ∈ (0, 1).

则有如下的三圈性质成立:

2Fi(u) < e−L (Fi−1(u) + Fi+1(u)) , i ∈ Z+,

其中

Fi(u): =

∫
Ai

u2

|x|2m
dx, Ai: = Be−(i−1)L \Be−iL .

上述定理在 m = 2的情形已经在 [24]中证明, 但是那里的证明需要具体的

计算一个矩阵的正定性,不好推广到一般情形. 在这里,我们强调上述三圈性质与

环状区域上多调和函数的 L2基底的弱正交性有关 (参考引理 10.9).

这部分的组织如下: 在第 9章我们首先对调和映照采用前文叙述的办法证明

能量等式与 no neck. 此外,我还回忆了两种经典的构造 bubble tree的方法. 接下

来,我们分别在第 10章,第 11章证明三圈引理与 Pohozaev型不等式. 最后,在第

12 章我们将完成多调和映照的能量衰减估计, 由此完全可以仿照调和映照的情

形给出多调和映照的能量等式与 no neck的证明.
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第 9章 调和映照的爆破分析

作为学习 Neck分析的基本框架,我们在本章将回忆如何对调和映照的情形

证明能量等式与 No Neck性质. 同时,为了方便读者理解本部分关于一个 bubble

的假设,我们还具体的重现了历史上构造 bubble tree的两种方法. 一种是 Ding—

Tian利用 Neck上没有 bubble的条件所作的归纳构造 bubble的办法,现在一般称

为 Ding—Tian约化. 另一种是 Parker在研究拟全纯曲线的过程中,利用抓重心和

重整化常数构造 bubble的办法. 后者在假定能量等式成立时,可以非常方便的构

造 bubble tree. 两者都可以证明能量等式与 No Neck.

9.1 Bubble Tree的构造

事实表明,通过不断吹大的技巧得到的 bubble具有树状结构. 即它们的出现

是有先后顺序的. 在本节, 我们将具体的重现 Ding—Tian 和 Parker 构造 bubble

tree的过程. 在本部分后面的证明过程中,我们将假设只有一个 bubble. 而且,我

们将利用 Neck上不再有 bubble这一条件来说明 Neck上每圈的能量可以任意小

(这是 Ding—Tian假设的直接推论).

9.1.1 Ding-Tian的约化办法

Ding-Tian在 [7, p. 549ff]证明逼近调和映照的能量等式过程中,采用了归纳

法. 该方法其实可以在没有证明能量等式之前就具体构造出 Bubble Tree. 后来进

一步被 [26, Appendix A]以及 [6, Sec. 3.1]具体化.

首先,我们回忆如下几个基本引理.

引理 9.1 (ε-正则性;[43, Theorem 3.2]以及 [7, Lemma 2.1]) 存在常数 ε0 > 0, 使

得对任意的调和映照 u ∈ W 2,2(B;N),如果满足∫
B

|∇u|2 ≤ ε20,

则

∥∇ku∥∞;B1/2
≤ C(ε0, k,N)∥∇u∥2;B, ∀k ≥ 1.

引理 9.2 (Gap-定理;[43, Theorem 3.3]) 存在只依赖于 N 的常数 σ0 > 0, 使得任

何从 S2到 N 的非平凡 C∞-调和映照的能量都大于等于 σ0.
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引理 9.3 (奇点可去;[43, Theorem 3.6]) 假设 u ∈ C∞(B \ {0} , N)的调和映照,则

存在 ũ ∈ C∞(B,N)使得 ũ|B\{0} = u.

9.1.1.1 基本假设

Bubble Tree 的构造中, 其基本假设如下. 假设 uk ∈ C∞(B,N) 是一列从

B ⊂ R2出发到紧致黎曼流形 N 的能量有界 (E(uk) ≤ Λ)的调和映照. 由W 1,2的

弱紧性,不妨设 uk ⇀ u0 ∈ W 1,2(B;N). 定义 {uk}的能量集中点如下

S = S({uk}): =
{
p ∈ B| lim

r→0
lim inf
k→∞

∫
Br(p)

|∇uk|2dx ≥ ε20

}
.

其中 ε0是小能量正则性中的常数.

• 由能量有限知能量集中点必为有限点集.

• 若 q ̸∈ S ,则按照定义,存在 δ > 0,以及 {uk}的子列 (在本节的讨论中,我们

不区分子列和序列本身),使得∫
Bδ(p)

|∇uk|2 ≤ ε20.

因此, 由小能量正则性, ∥∇luk∥∞;Bδ/2(p)δ
l ≤ C(ε0, l, N)ε0, ∀l ≥ 1. 此外, 注

意到 N 还是紧集, 通过选取对角线, 存在 {uk} 的子列, 使得 uk → u0 ∈
C∞(Bδ/2(p)). 进而,对任意的 Ω ⊂⊂ B \ S ,利用有限覆盖,可以取出 {uk}的
子列使得 uk → u0 ∈ C∞(Ω).

• 在 p ∈ S 的一个邻域,我们可取以 p为心的等温坐标系 (B, x)使得 p是 B

中唯一的能量集中点,且 uk → u0 ∈ C∞
loc(B \ {0} ;N).

9.1.1.2 第一个 bubble

下面开始构造第一个 bubble. 令 r1k = λ1k = 1/maxB1/2
|∇uk| = 1/|∇uk|(x1k).

• λ1k → 0. 事实上,若非如此,则 |∇uk|∞;B1/2
有界,从而与 0是 {uk}的能量集

中点矛盾.

• x1k → 0. 事实上,假设 x1k → p ∈ B1/2, p ̸= 0. 利用小能量正则性 (参考基本

假设的第二点)知,由于 p不是能量集中点,存在 δ > 0,使得

∥∇uk∥∞;Bδ/2(p) ≤
C(ε0, N)ε0

δ
.
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因此当 k充分大时,

1

λ1k
= |∇uk|(x1k) ≤ ∥uk∥∞;Bδ/2(p) ≤

C(ε0, N)ε0
δ

,

这与 λ1k → 0矛盾.

• 令 v1k: = uk(x
1
k + λ1kx), x ∈ BR ⊂ R2, 这里 R 是某一固定的大常数. 则

v1k 是 BR 到 N 的调和映照. 又注意到当 k 充分大时 (λ1kR < 1/2 − |x1k|),
∥∇v1k∥∞;BR

= λ1k∥∇uk∥∞;B
λ1
k
R(x1

k
)
≤ 1. 因此由小能量正则性知 v1k → v1 ∈

C∞(BR). 取一列Rl → 0,通过对角线法则知存在 v1k的子列,使得 v1k → v1 ∈
C∞

loc(R2;N). 最后注意到

|∇ω1|(0) = lim
k→∞
|∇v1k|(0) = lim

k→∞
λ1k|∇uk|(x1k) = 1,

知 v1 是从 R2 → N 的非常值调和映照. 由奇点可去知存在 v1 的延拓 ω1,

ω1:S2 → N 是调和映照. 我们称 ω1 为第一个 bubble. 稍后会看到,第一个

bubble位于 bubble tree的顶端. 在它 “上面”不再有 bubble.

9.1.1.3 第二个 bubble:Ding-Tian约化

Ding-Tian首先给出了在第一个 bubble的 “下面”不再有其他 bubble的刻画.

断言 (Ding-Tian约化) 对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,R > 0以及K = K(δ, R) > 0,

使得当 k ≥ K 时,有∫
B2r(x1

k)\Br(x1
k)

|∇uk|2dx < ε, ∀r ∈ [r1kR, δ].

事实上,若断言不成立,则存在 ε1 > 0,使得对 δk → 0以及 Rk → +∞,都存

在 r2k > 0,满足

λ1kRk ≤ r2k ≤ δk, E
(
uk;B2r2k

(x1k) \Br2k
(x1k)

)
≥ ε1. (9.1)

我们将在这种情形下构造第二个 bubble. 令 v2k(x): = uk(x
1
k + r2kx). 由于 x1k → 0

以及 r2k ≤ δk → 0 知 {v2k} 是定义在穷竭于 R2 的圆盘上的函数列. 且对任意的

R,当 k 充分大时, E(v2k;BR) = E(uk;Br2kR
(x1k)) ≤ Λ. 从而由W 1,2-弱紧性可假设

v2k ⇀ v2 ∈ W 1,2
loc (R2, N). 记 S2: = S({v2k})为 {v2k}的能量集中点集. 注意到 v2k 是

调和映照,由小能量正则性知 (子列)v2k → v2 ∈ C∞
loc(R2 \ S2, N). 且 v2 是 R2 \ S2

上的调和映照,由于 S2 是有限点集,利用奇点可去定理知存在 v2 的延拓 ṽ2 是定

义在 R2上的调和映照.

下面分两种情形:
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(i) 如果 v2 是非平凡的,则 ṽ2 是定义在 R2 上的非平凡调和映照. 从而由奇点

可去定理可得到 {uk}一个 bubble ω2,对应的爆破序列是 (x2k, λ
2
k) = (x1k, r

2
k).

(ii) 如果 v2是常值映照. 则 (B3 \B1/2)
∩
S2 ̸= ∅. 事实上由(9.1)知

E(v2k;B5/2 \B2/3) = E(uk;B5r2k/2
(x1k) \B2r2k/3

(x1k)) ≥ ε1.

如果 {v2k}在 B3 \ B1/2 中没有能量集中点,则由小能量正则性知 v2k → v2 ∈
C∞(B5/2 \B2/3). 从而

E(v2;B5/2 \B2/3) = lim
k→∞

E(v2k;B5/2 \B2/3) ≥ ε1.

可见与 v2是常值映照矛盾.

因此, 我们可假设 p ∈ B3 \ B1/2 是 {v2k} 的能量集中点. 完全仿照第一个

bubble的构造,我们知道存在 x′k → p以及 λ′k → 0使得 (子列)

v2k(x
′
k + λ′kx)→ v′ ∈ C∞

loc(R2;N).

其中 v′ 是从 R2 到 N 的非常值调和映照, 由奇点可去得到一个 bubble ω2.

注意到

v2k(x
′
k + λ′kx) = uk(x

1
k + r2k(x

′
k + λ′kx)) = uk(x

1
k + r2kx

′
k + r2kλ

′
kx),

从而令 x2k: = x1k + r2kx
′
k, λ2k: = r2kλ

′
k,则

uk(x
2
k + λ2kx)→ v′.

这表明 ω2也是序列 {uk}的一个 bubble. 对应的爆破序列是 (x2k, λ
2
k) = (x1k+

r2kx
′
k, r

2
kλ

′
k).

综上表明,要么 Ding-Tian约化的条件成立,此时只有一个 bubble;要么我们可以

找到第二个 bubble. 关于这两个 bubble是本质不同的将在后面定义并证明.

注记 对任意的 r > 0,注意到由(9.1)知 r2k ≥ Rkλ
1
k,从而

E(v2k;Br) = E(uk;Brr2k
(x1k)) ≥ E(uk;BrRkλ

1
k
(x1k)) = E(v1k;BrRk

) ≥ σ0.

这里我们用了 v1k → v1 ∈ C∞
loc(R2;N) 以及 Rk → ∞. 容易证明 ε0 = σ0, 从而

0 ∈ S2.

最后,注意到

v1 ← v1k(x) = uk(x
1
k + λ1kx) = v2k(λ

1
kx/r

2
k),

可见 ω1也是序列 v2k 的 bubble,对应的爆破序列为 (0, λ1k/r
2
k).
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9.1.1.4 bubble的树状结构

本节主要参考 [6, Section 3].

在进一步构造其他 bubble之前, 我们有必要给出前面所构造的 bubble的结

构. 这将有利于对整个归纳构造的理解.

首先, 我们定义什么是一个 bubble 及其对应的爆破序列 (blowup sequence),

此外为了后面的需要,我们还将定义 ghost bubble及其爆破序列.

定义 9.4 (bubble及其爆破序列) 假设 uk:B → N 是一列能量有限的光滑调和映

照. 我们称序列 {(xk, rk)|xk ∈ D, rk > 0}为 {uk}在 p ∈ B 的一个爆破序列,如果

• rk → 0, xk → p;

• vk(x): = uk(xk + rkx) ⇀ v ∈ W 1,2
loc (R2, N),且存在有限点集 S(p) ⊂ R2(即为

vk 的能量集中点),使得 vk → v ∈ C∞
loc(R2 \ S(p));

• v:R2 → N 是非平凡的调和映照.

我们称从 S2到 N 的非平凡调和映照为一个 bubble. 称 p为该 bubble的根 (root).

注记 由 (孤立) 奇点可去定理知道, 对 uk 在 p 处的爆破序列 {(xk, rk)}, vk =

uk(xk + rkx)的W 1,2-弱极限 v 是一个 bubble ω. 故我们称 {(xk, rk)}为 ω 所对应

的爆破序列.

注记 假设在上面的定义中最后一条不成立,即 v 是平凡的调和映照. 则我们称

这样的 v 为 ghost bubble,对应的爆破序列 {(xk, rk)}称为 ghost bubble的爆破序

列.

下面我们来区分不同的 bubble.

定义 9.5 (本质不同的 bubble) 假设 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是 {uk}在 p处的两个

爆破序列. 如果下列情形之一成立

rk
r′k

+
r′k
rk
→∞, |xk − x′k|

rk + r′k
→∞, (9.2)

那么我们称 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是本质不同的爆破序列.

自然地定义不是本质不同的两个爆破序列称为本质相同的爆破序列. 我们首

先给出本质相同爆破序列的一个刻画.

命题 9.6 (本质相同的 bubble相差一个位似变换;[6, Lemma 3.6]) 假设 v, v′ 是分

别由 {uk} 在 p 处的两本质相同的爆破序列 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)} 给出的 bubble.

则存在位似变换 S,使得 v = v′◦S.
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注记 有孤立奇点可去定理, 若在 S2 \ {pt} 上 v = v′◦S, 则 v, v′ 对应的 bubble

ω, ω′ 也满足 ω = ω′◦S, x ∈ S2. 我们称相差一个位似变换的两 bubble为本质相

同的 bubble.

注记 尽管 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是本质不同的爆破序列,但是我们并没有排除它

们对应的 bubble是本质相同的.

证明 按照爆破序列 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是本质相同的定义, (9.2)不成立. 即可

设 (我们仍然不区分子序列与序列本身)

rk
r′k
→ λ ∈ (0,+∞)且

xk − x′k
r′k

→ x0.

按照爆破序列的定义,我们有

v ↼ vk(x) = uk(xk + rkx) = uk

(
x′k + r′k

(
xk − x′k
r′k

+
rk
r′k
x

))
= v′k

(
xk − x′k
r′k

+
rk
r′k
x

)
⇀ v′(x0 + λx),

最后由弱极限的唯一性即得结论.

接下来,我们来定义本质不同 bubble的位置关系.

定义 9.7 (爆破序列的严格偏序关系) 假设 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是 {uk}在 p处

的两个本质不同的爆破序列. 如果当 k →∞时,

rk
r′k
→ 0且

xk − x′k
r′k

→ x0 ∈ R2,

那么我们称 {(xk, rk)}在 {(x′k, r′k)}的上面,记作 (xk, rk) < (x′k, r
′
k).

注记 假设 P 是一个集合, P 的严格偏序定义为满足如下条件的二元关系 “<”:

对任意的 a, b, c ∈ P ,

• a < a不成立 (非自反);

• 若 a < b且 b < c,则 a < c(传递);

注意上述两条的直接推论是: 若 a < b则 b < a不成立.

容易验证,上面定义关于爆破序列的严格偏序满足第一条. 为了验证传递性,

假设 (x1k, r
1
k) < (x2k, r

2
k)且 (x2k, r

2
k) < (x3k, r

3
k). 则按照定义有

r1k
r3k

=
r1k
r2k
· r

2
k

r3k
→ 0,

x1k − x3k
r3k

=
x1k − x2k
r2k

r2k
r3k

+
x2k − x3k
r3k

→ x12 · 0 + x23 = x23.

可见 (x1k, r
1
k) < (x3k, r

3
k).
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命题 9.8 (第一个 bubble 对应的爆破序列位于顶部) 假设 {(x1k, λ1k)} 是第一个
bubble的爆破序列 (相应于原点). 则对任意 {uk}在原点的本质不同的爆破序列
{(xk, rk)},必有 (x1k, λ

1
k) < (xk, rk). 由于是严格偏序关系,故这说明第一个爆破序

列上面不再有爆破序列.

证明 反设存在 {uk} 在原点的本质不同的爆破序列 {(xk, rk)} 使得 (xk, rk) <

(x1k, r
1
k),则按照定义有

rk
r1k
→ 0且

xk − x1k
r1k

→ x0 ∈ R2.

这说明 vk(x): = uk(xk + rkx)满足

∥∇vk∥∞;BR
= rk∥∇uk∥∞;BrkR

=
rk
r1k
r1k∥∇uk∥∞;BrkR

≤ rk
r1k
→ 0, ∀R > 0.

这表明 vk → Const. ∈ C∞
loc(R2, N),与 (xk, rk)是爆破序列矛盾.

注记 容易知道,由(9.2),两本质不同的爆破序列可分为如下三类 (不区分子列与

序列本身)

(i) 具有严格偏序关系:
rk
r′k
→ 0且

xk − x′k
r′k

→ x0 ∈ R2,

或者互换 (xk, rk)与 (x′k, r
′
k);

(ii)
rk
r′k
→ 0且

|xk − x′k|
r′k

→∞;

(iii)
rk
r′k
→ λ ∈ (0,+∞)且

|xk − x′k|
r′k

→∞.

若两个爆破序列具有一定的序关系, 则我们可用 “爆破区域” 的关系来刻画

爆破序列的序关系.

命题 9.9 ([6, Lemma 3.10]) 假设 {(xk, rk)}, {(x′k, r′k)}是本质不同的两个爆破序
列. 则

(xk, rk) < (x′k, r
′
k) ⇐⇒ 则存在 R > 0,使得当 k充分大时BRrk(xk) ⊂ BRr′k

(x′k).

证明 事实上,令 R = limk→∞ |xk − x′k|r′k + 1 < +∞,则对任意的 x ∈ BRrk(xk),

有
|x− x′k|
r′k

≤ rk
r′k

|x− xk|
rk

+
|xk − x′k|

r′k
≤ rk
r′k
R +R− 1

2
.

又由 limk→∞ rk/r
′
k → 0可见当 k充分大时,有 x ∈ BRr′k

(x′k).

反过来,注意到 |xk − x′k|/r′k ≤ R,从而根据上述分类关系得到 rk/r
′
k → 0,即

(xk, rk) < (x′k, r
′
k).
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再进一步讨论序与爆破区域的关系之前,我们引入如下概念.

定义 9.10 假设 (xαk , r
α
k ), (x

β
k , r

β
k )是 {uk}在 p处的本质不同的两爆破序列. 我们

称爆破序列 (xαk , x
α
k )在爆破序列 (xβk , r

β
k )的正上方,如果不存在与 (xαk , r

α
k ), (x

β
k , r

β
k )

本质不同的爆破序列 (xγk, r
γ
k),使得 (xαk , r

α
k ) < (xγk, r

γ
k) < (xβk , r

β
k ).

此时, 我们称序列 (xαk , r
α
k ) 对应的 bubble ωα 长在 (xβk , r

β
k ) 对应的 bubble ωβ

的某点上.

为了说明 bubble具有树状结构,我们需要说明不存在本质不同的三个爆破序

列使得某个爆破序列同时位于其他两个爆破序列的正上方.

命题 9.11 (bubble的树状结构) 假设 {(xαk , rαk )},
{
(xβk , r

β
k )
}
和 {(xγk, r

γ
k)}是 {uk}

在 0点处的三个本质不同的爆破序列. 则不可能有 {(xγk, r
γ
k)}同时位于 {(xαk , rαk )}

以及
{
(xβk , r

β
k )
}
的正上方.

证明 反设 {(xγk, r
γ
k)}同时位于 {(xαk , rαk )}以及

{
(xβk , r

β
k )
}
的正上方,则按照定义

rγk
rαk
→ 0,

rγk
rβk
→ 0;

xγk − xαk
rαk

→ xγα ∈ R2,
xγk − x

β
k

rβk
→ xγβ ∈ R2.

现在,由于 {(xαk , rαk )}与 {(x
γ
k, r

γ
k)}是本质不同的爆破序列. 故由(9.2)知可分为以

下两类情形

• rαk /r
β
k → λ ∈ (0,+∞)且 |xαk − x

β
k |/r

β
k →∞. 此时注意到

|xαk − x
β
k |

rβk
≤ |x

γ
k − xαk |
rαk

rαk
rβk

+
|xγk − x

β
k |

rβk
→ xγαλ+ xγβ,

可见与 |xαk − x
β
k |/r

β
k →∞矛盾.

• rαk /r
β
k → 0 (rβk/rαk → 0类似可证). 此时,若

xαk − x
β
k

rβk
→ xαβ ∈ R2,

则按照定义 (xαk , r
α
k ) < (xβk , r

β
k ),这与 (xγk, r

γ
k)位于 (xβk , r

β
k )的正上方矛盾. 于

是我们得到
|xαk − x

β
k |

rβk
→∞.

完全仿照第一种情形 (此时 λ = 0)可推出矛盾.
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命题 9.12 (分叉爆破序列的区域刻画;[6, Lemma 3.13]) 假设 (xαk , r
α
k ), (x

β
k , r

β
k )是

本质不同的爆破序列, 且它们都位于 (xγk, r
γ
k)的正上方. 则对任意固定的 R > 0,

存在 K = K(R),使得

BRrαk
(xαk )

∩
BRrβk

(xβk) = ∅, ∀k ≥ K.

证明 反设结论不成立,则对某 R0 > 0,存在 (子)序列使得

BRrαk
(xαk )

∩
BRrβk

(xβk) ̸= ∅.

特别地,两圆心的距离小于等于半径的和,即

|xαk − x
β
k |

rαk + rβk
≤ R0.

于是有本质不同爆破序列的定义,必有

rαk
rβk

+
rβk
rαk
→ 0.

不失一般性,不妨假设 rαk /r
β
k → 0. 进而

xαk − x
β
k

rβk
→ xαβ ∈ R2,

这即是说 (xαk , r
α
k ) < (xβk , r

β
k ). 与 (xαk , r

α
k )位于 (xγk, r

γ
k)的正上方矛盾.

注记 我们可以类似地定义一个爆破序列位于 ghost bubble对应的爆破序列的正

上方的概念. 则从上述证明容易知道,命题对 (xγk, r
γ
k)是 ghost bubble对应的爆破

序列的情形结论仍然成立.

9.1.1.5 归纳构造出所有 bubble

整个归纳过程参考 [26, Appendix A].接着上一节, 我们对 S2 的每个能量集

中点都采用前面的手续, 对序列 {v2k}先构造第一个 bubble, 若 Ding-Tian假设不

成立,则采用 (b)中的办法得到一个 bubble. 至此构造好了第二层 bubble.

为了看是否含有第三层 bubble, 我们将 Ding-Tian的 r1k 换成 λ2k, x1k 换成 x2k,

并采用 (b)的办法得到第三层 bubble(或者没有第三层),如此继续下去. 我们得到

爆破序列 (xlk, λ
l
k)→ (0, 0),使得

uk(x
l
k + λlkx)→ vl, l = 1, 2, . . . ,m,

其中 vl是从R2到N 的非平凡调和映照. 注意到每次构造都产生非平凡的调和映

照, 而总能量是有限的, 故上述过程必在有限步后结束. 从而此时 Ding—Tian假

设成立. 即存在序列 rl0k ,使得对任意的 ε > 0,存在 δ > 0以及 R > 0,使得

E(uk;B2r \Br) < ε, ∀r ∈ [Rrl0k , δ].
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9.1.2 Parker的办法

假设 un:B → N 是从单位圆盘 B ⊂ R2 到紧流形 N ↪→ RK 的调和映照. 若

能量一致有界,即

E(un): =

∫
B

e(un) ≤ E0 < +∞, e(un) =
1

2
|∇un|2dx.

在本节我们将给出上述序列在爆破过程中构造 bubble tree的另一办法. 本节主要

参考 [37]来给出 bubble tree的构造.

Parker 给出的办法具有一般性, 它可以用在其它共形不变的半线性问题, 例

如伪全纯曲线 (pseudo-holomorphic curves) 和 Yang-Mills 场. 该构造的基本出发

点是如下的关于调和映照的基本事实 (其实就是第 9.1.1小节中的三个基本引理

及其简单推论).

命题 9.13 ([43]) 存在正常数 C 和 ε0,它们只依赖于 B 和 N 的几何,使得

(i) 小能量正则性: 若 u:B → N 是调和映照,且对 r < 1/2,有

E(B2r): =
1

2

∫
B2r

|∇u|2dx ≤ ε0,

则

sup
Br

|∇u|2 ≤ Cr−2E(B2r). (9.3)

(ii) 一致收敛性: 假设 {un}是一列从 B2r 到 N 的调和映照,且 E(B2r) < ε0 对

所有的 n都成立. 则存在子列 unk
,使得 unk

→ u∞在 C∞(B2r;N)拓扑下.

(iii) 能量间隙: 从 S2 → N 的任何非常值调和映照 u的能量 E(u) ≥ ε0.

(iv) 奇点可去: 任何从 B \ {0}到 N 的能量有限的光滑调和映照 u都可以延拓

成 B 上的光滑调和映照.

上述命题再加上一个简单的覆盖引理可以给出如下 Sacks-Uhlenbeck的基本

收敛结果.

引理 9.14 ([37, Lemma 1.2]) 假设 {un}如前是一列从 B ⊂ R2 到 N ↪→ RK 的光

滑调和映照,且具有一致的能量上界 E(un) ≤ E0 < +∞. 则存在 {un}的子列,有

限个爆破点{x1, . . . , xl} ⊂ B,以及光滑调和映照 u∞:B → N ,使得

(i) un在 Σ \ {x1, . . . , xl}的任一紧子集上光滑收敛到 u∞;

(ii) 作为测度,有

e(un)→ e(u∞) +
l∑

i=1

miδ(xi). (9.4)

其中 miδ(xi)是 xi 处的Dirac测度. mi 称为质量. 此外,我们还有 mi ≥ ε0,

i = 1, 2, . . . , l.
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证明 对固定的 (充分小)δ > 0,用 δ 为半径的圆盘覆盖 B,可以要求 δ/2为半径

的同心圆盘仍然覆盖 B,且 B 中任何一点至多属于 10个圆盘. 对固定的 n,我们

称 un 在其上能量大于等于 ε0 的 δ-圆盘 Bδ(xn)为坏圆盘 (覆盖只依赖于 δ,但是

一个给定的圆盘是否是坏圆盘却依赖于 n). 注意到能量的一致上界,则这种坏圆

盘的个数不超过 10E0/ε0. 通过选取 {un}的子列,可以假设这些坏圆盘的中心收

敛. 令 Ω = Ω(δ)是所有这样的极限坏圆盘. 则由命题 9.13(ii), 再次选取子列后,

有 un在 B \ Ω(δ)上光滑收敛. 事实上,对任何 x ∈ B \ Ω(δ),按照定义,至多有有

限个 n,使得 x属于这些 un对应的坏圆盘. 将这些对应的 {un}去掉,则对剩下的

{un},对任何包含 x的 δ-圆盘 B0
δ 都有 E(un;B

0
δ ) < ε0. 从而可以利用命题 9.13(ii)

得到在该圆盘同心的 B0
δ/2上一致收敛. 类似处理 x ∈ B \ (Ω(δ)

∪
B0

δ/2),通过取对

角线即可得到 {un}的子列在 B \ Ω(δ)上光滑收敛.

现在,对 δ = δi → 0,逐次进行上述过程,则通过取对角线,存在 {un}的子列
在 B \

∩
i Ω(δi)上光滑收敛到某极限 u∞. 明显

∩
i Ω(δi)是有限点集 (其实至多包

含组成 Ω(δi)的圆心),设为 {x1, . . . , xl}. 则注意到对每个 δi,其坏圆盘的个数不超

过 10E0/ε0,我们知道 l ≤ 10E0/ε0. 特别地, u∞ 是定义在 B \ {x1, . . . , xl}上的光
滑调和映照 (方程可以取极限). 故由命题 9.13(iv)得到 u∞可以延拓成 B到 N 的

光滑调和映照. 这就完成了 (i)的证明.

对 (ii),令 δ > 0,使得 {Bδ(xi)}li=1 ⊂ B 是两两不交的. 定义

mi: = lim
δ→0

lim sup
n→∞

1

2

∫
Bδ(xi)

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ ,
则容易验证对任何 Lebesuge可测集 A ⊂ B,∫

A

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ = ∫
A\

∪l
i=1 Bδ(xi)

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣
+

∫
A
∩∪l

i=1 Bδ(xi)

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ ,
令 n→∞,由 un在 A \

∪l
i=1Bδ(xi)上光滑收敛到 u∞得

lim sup
n→∞

∫
A

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ = lim sup
n→∞

∫
A
∩∪l

i=1 Bδ(xi)

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣
=

l∑
i=1

lim sup
n→∞

∫
A
∩

Bδ(xi)

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ .
最后,令 δ → 0,则

lim sup
n→∞

∫
A

∣∣|∇un|2 − |∇u∞|2∣∣ = l∑
i=1

2miχ(A ∩ {xi}).

这表明

lim
n→∞

∫
A

|∇un|2 =
∫
A

|∇u∞|2 +
l∑

i=1

2miχ(A ∩ xi).
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即作为测度有

e(un)→ e(u∞) +
k∑

i=1

miδ(xi).

最后,我们还需证明mi ≥ ε0. 将(9.4)在 Bδ(xi)(回忆 δ小,使得圆盘两两不交)

上积分,得到 ∫
Bδ(xi)

|∇un|2 →
∫
Bδ(xi)

|∇u∞|2 +mi.

因此, 若 mi < ε0 对某个 i 成立, 则将 δ 取充分小, 我们有对充分大的 n 都成立

E(un, Bδ(xi)) < ε0. 从而小能量正则性 (参考命题 9.13(i))表明

sup
Bδ(xi)

|∇un|2 ≤ Cδ−2E0,

这表明对充分大的 n, e(un)有一致上界,从而不可能趋于一个 Dirac测度.

注记 注意, (9.4)并不能称为能量等式. 因为我们并没有识别出mi的意义.

关于 bubble tree的构造,我们分为以下六步. 在第一步,我们的构造依赖于一

个重整化常数CR,它可以随着需要取得任意小. 目前我们只要求

CR < ε0/2. (9.5)

我们将在每个爆破点 xi处构造 bubble tree. 为了简化记号,将 xi记成 x且不妨设

为原点 (否则做个平移即可), mi记成 m. 此外,我们常常需要取子列,在不影响理

解的情况下,我们用同一个记号来记序列和其子列而不加区分. 下面所谓的常数

C 是指只与 B, N 的几何以及 E0 有关的常数. 它可能在不同的地方表示不同的

常数.

第一步. 选取重心与缩放因子.选取某固定的 ρ0 使得圆盘 B4ρ0 不包含其它爆破

点,且取 εn → 0是满足如下条件中的最大者

εn ≤ min {ρ0, 1/n} 且
∫
B2εn

e(u∞) ≤ m

16n2
. (9.6)

定义测度 e(un)在 B2εn 上的重心为 cn = (c1n, c
2
n),

cαn: =

∫
B2εn

xαe(un)∫
B2εn

e(un)
. (9.7)

选取缩放因子λn为

λ: = 使得

∫
Bεn (cn)\Bλ(cn)

e(un) ≥ CR成立的 λ中最大者 , (9.8)

其中 CR为(9.5)中的重整化常数.
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引理 9.15 ([37, Lemma 1.3]) 存在 {un}的子列,使得 |cn| ≤ εn/2n
2, λn ≤ εn/n

2,

以及存在某个常数 C 使得 un(∂Bn) ⊂ BC/n(u∞(0)) ⊂ B.

证明 我们将递归的构造子列 {unk
}. 对给定的 k ≥ 1, 令 Bk: = Bεk/8k2 , Ak =

B2εk \Bk. 由(9.4)知∫
Bk

e(un)→
∫
Bk

e(u∞) +m ∈
(
m,

m

16k2
+m

)
,∫

Ak

e(un)→
∫
Ak

e(u∞) ≤
∫
B2εk

e(un) ≤
m

16k2
.

因此,存在 Nk > 0,当 n ≥ Nk 时,有

8k2 − 1

8k2
m ≤

∫
Bk

e(un) ≤
8k2 + 1

8k2
m, (9.9)∫

Ak

e(un) ≤
m

8k2
. (9.10)

此外,注意到 ∂B2εk ⊂ B \ {x1, . . . , xl}是一紧子集,故引理 9.15(i)表明当 n ≥ Nk

时,

sup
z∈∂B2εk

dist(un(z), u∞(z)) ≤ 1

k
. (9.11)

令 nk = max {Nk, 1 + nk−1}, n0 = 1. 我们可以直接验证子列 {unk
}满足条件. 事

实上,由(9.9)知 ∫
B2εnk

e(unk
) ≥

∫
Bnk

e(unk
) ≥ 8n2

k − 1

8n2
k

m,

再结合(9.10)知,∫
B2εnk

|x|e(unk
) ≤ εnk

8n2
k

∫
Bnk

e(unk
) + 2εnk

∫
Ank

e(unk
) ≤ εnk

m

[
24n2

k + 1

64n4
k

]
.

代入 cnk
的定义(9.7)知

|cnk
| ≤ εnk

/2n2
k. (9.12)

由(9.12),还可知 Bnk
⊂ B′: = Bεnk

/n2
k
(cnk

),从而由(9.10),∫
Bεnk

(cnk
)\B

εnk
/n2

k
(cnk

)

e(unk
) ≤

∫
B2εnk

\B′
e(un) ≤

∫
Ank

e(unk
) ≤ m

8n2
k

< CR,

这里 CR 是重整化常数,如前所述,我们可以要求 CR > m
8
. 于是,按照缩放因子 λ

的定义,我们知道 λnk
≤ εnk

/n2
k.

最后,注意到对任意的 z ∈ ∂B2εnk
,

dist(u∞(0), un(z)) ≤ dist(u∞(0), u∞(z)) + dist(u∞(z), un(z)). (9.13)
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又注意到 u∞ 是 B 上的光滑调和映照, 故可对 B 中充分小的圆盘上应用小能量

正则性 (参考命题 9.13(i))得到

sup
B
|∇u∞|2 ≤ CE0. (9.14)

在(9.13)两边同时对 z取上确界,并利用(9.6), (9.14)和(9.11)有,

dist(u∞(0), unk
(∂B2εnk

)) ≤ 2εnk
sup
B
|∇u∞|+ sup

z∈∂B2εnk

dist(u∞(z), unk
(z)) ≤ C

nk

.

我们将上述子列 {unk
}仍记为 {un}.

第二步. 重整化.令

vn(x) = un(cn + λnx),

其中 x ∈ Sn: = {x ∈ R2: cn + λnx ∈ B2εn}. 注意到当 n→∞时, Sn穷竭 R2. 由能

量的共形不变性, E(vn) ≤ E0对所有的 n都成立.

引理 9.16 ([37, Lemma 1.4]) 如上定义的 vn 关于 R2 上的标准度量是调和映照.

其测度 e(vn): =
1
2
|∇vn|2dx的重心在原点,而且

lim
n→∞

∫
Sn

e(vn) = m, lim
n→∞

∫
S−
n

e(vn) = CR. (9.15)

其中 S−
n 是 Sn出去单位圆盘部分.

证明 关于 vn 的调和性是显然的,因为 vn 是 un 经过共形变换 (缩放,平移都是

共形变换)而得到的. 而由于调和映照的能量泛函在共形下是不变的,故一个调和

映照经过共形变换后得到的仍是调和映照.

利用能量的共形不变性以及(9.4)知∫
Sn

e(vn) =

∫
B2εn

e(un)→ m.

类似地,按照 λn的定义(9.8),∫
S−
n

e(vn) =

∫
B2εn\Bλn (cn)

e(un) =

(∫
B2εn\Bεn (cn)

+

∫
Bεn (cn)\Bλn (cn)

)
e(un)

=

∫
B2εn\Bεn (cn)

e(un) + CR → CR,

最后一步我们用到了引理 9.14(i), 它表明 un 在奇点之外强收敛到 u∞. B2εn \
Bεn(cn)不含爆破点可由引理 9.15得到.
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最后,按照重心的定义知道 vn(x): = un(cn+λnx)(在 Sn上)的重心为原点. 事

实上, ∫
Sn
xαe(vn)∫

Sn
e(vn)

=

∫
B2εn

(yα − cαn)/λn · e(un)∫
B2εn

e(un)
=

1

λn
(cαn − cαn) = 0.

接下来, 我们将取 {vn} 的子列, 并将在下一步用迭代的办法构造该子列的

bubble. 为此,选取一穷竭 R2 的紧子集 {Kk}∞k=1. 在每个 Kk 上对 vn 用引理 9.14,

然后利用对角线法则选取 {vn}的子列. 这样得到的子列在 R2 \ {y1, . . . , yk}的任
何紧子集上光滑收敛到 v∞. 由奇点可去命题 9.13(iv)知, v∞ 是 R2 上的光滑调和

映照. 再次利用调和映照的共形不变和奇点可去知 v∞ 是 S2 上的光滑调和映照.

注意到由(9.15)以及 0 < CR < ε0/2, 并利用命题 9.13(ii) 知, vn 在 S−
n 上光滑收

敛到 v∞, 特别地, v∞ 不是常值映照. 我们称这样的 v∞ 为 {vn}在 x = 0处的一

个bubble.

此外,由引理 9.14知,作为测度,在 R2
∪
{∞} = S2上有

e(vn)→ e(v∞) +
k∑

j=1

mjδ(yj) + τ0δ(∞). (9.16)

这里 τ0 是与 x = 0有关的常数,而 δ(∞)是将 vn 紧化 (通过求其投影)后无穷远

点对应的极点处的 Dirac测度.

第三步. 迭代. 在第二步, 我们在每个爆破点 x 通过选取 {un} 经过适当平移与
缩放后的子列, 得到一列定义在穷竭 R2 的紧集上的调和映照 {vn}, vn 在 R2 \
{y1, . . . , yk}的任何紧子集上光滑收敛到 v∞. 而且我们证明了, v∞可延拓成 S2上

的非常值调和映照,称为一个 bubble.

引理 9.17 ([37, Lemma 1.5]) (i) 每个第二层爆破点 yj 都位于 S−
n ;

(ii) 若 E(v∞) < ε0,则 v∞是一个常值映照. 而且要么

(a) 存在 k ≥ 2个第二层爆破点;

(b) k = 1,此时 τ0 = CR.

证明 将(9.16)在 S−
n 上积分得到∫

S−
n

e(vn)→
∫
S−
n

e(v∞) +
k∑

j=1

mjχ({yj} ∩ S−
n ) + τ0δ({∞} ∩ S−

n ),

两边取对 n→∞极限并利用(9.15)得到

CR = lim
n→∞

∫
S−
n

e(v∞) +
k∑

j=1

mj lim
n→∞

χ({yj} ∩ S−
n ) + τ0. (9.17)
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注意到mj ≥ ε0 > CR,知 yj ̸∈ S−
N , j = 1, 2, . . . , k.

如果, E(v∞) < ε0,则由命题 9.13(iii)知, v∞ 是一个常值映射进而 e(v∞) = 0.

而由(9.15)知它在 S−
n 的积分为 CR, 从而在 S+

n : = Sn \ S−
n 的积分为 m − CR ≥

ε0 − CR > 0. 如果 k = 0,则与(9.16)在 S+
n 上积分矛盾. 如果 k = 1,则 e(vn) →

m1δ(y1) + τ0δ(∞),这里 m1 ≥ ε0. 而由引理 9.16知m1δ(y1) + τ0δ(∞)的重心在原

点. 从而 y1恰好是原点且 τ0 = CR.

现在,我们可以在每个爆破点 yj 处重复上述构造过程,并对新产生的爆破点

再次重复上述构造过程,这样我们就得到 bubble之上的 bubble. 由引理 9.16(ii)知

mj ≥ ε0 > CR = τ0,从而每次迭代至少带走 CR 的能量. 从而上述迭代过程至多

进行 E0/CR 次. 作为迭代的结果,我们得到了 bubble tree. 接下来,我们将具体的

描述它的树状结构.

第四步. 区域分解与映照分解. 在 {un} 的每个爆破点的 B2εn 邻域中, 我们考察

bubble map

neck map

base map

Bεn
(cn)

An

图 9.1 区域分解与映射分解

三个嵌套区域: 圆盘 Dn: = Bεn(cn), 更小的圆盘 D′
n: = Bnλn(cn) 以及环形区域

An: = Dn \ D′
n (参见 图 9.1). 通过限制与锥延拓, 我们将得到如下三种映射 (参

见图 9.1):

基映照. 将 un限制到 B \ ∪l
i=1Bεn,i

(cni
)

un:B \
l∪

i=1

Bεn,i
(cn,i)→ N,

它在每个爆破点 xi 附近, 在邻域 Dn,i 之外有定义. 由引理 9.15, un(∂Dn,i) ⊂
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BC/n(u∞(xi)) (这在 B 非平坦时,可以说明下面的锥延拓在测地球上可定义). 因

此,我们可将上述 un的限制通过如下的锥延拓使其定义在整个 B 上:

ūn(r, θ): =
r

εn,i
un(εn,i, θ),

这里 (r, θ)是 Dn,i 中以 xi 为原点的极坐标. 在每个爆破点 {xi}都如此作锥延拓,

最终得到映射

ūn:B → N,

称为基映照.

Bubble映照. 将 un限制到 Bnλn,i
(cn,i),并定义

Bn(0)→ N, wn(x): = un(cn,i + λn,ix).

明显,在 Bn(0)上,它和第二步定义的 vn是一样的.

Neck映照. 最后,将 un限制到环形区域 An,i得到Neck映照:

un|An,i
:An,i: = Bεn,i

(cn,i) \Bnλn,i
(cn,i)→ N.

易见,基映照 ūn光滑收敛到 u∞. 而在第二步中定义的 vn限制分解为 bubble映照

wn 和 neck映照 un|An,i
. 前者在 R2 上局部光滑收敛到 v∞. 后者当 n → ∞时,其

定义域收敛到爆破点 {xi}且最终产生(9.16)中的 Dirac测度 τ(xi)δ(∞). 特别地,

在子列意义下,容易证明如下结论:

引理 9.18 ([37, Lemma 1.6]) 在上述假设和定义下. 我们有

(i) ūn在 B 上光滑收敛到 u∞;

(ii) wn在 R2 \ {y1, . . . , yk}上局部光滑收敛到 v∞;

(iii)

τxi
= lim sup

n
E(un|An,i

)

且

E(un)→ E(u∞) +
l∑

i=1

(
τ(xi) + lim

n→∞
E(vn,i)

)
证明几乎是显然的,唯一需要证明的是锥延拓的能量可控制.

第五步. Neck 映照的重整化. Neck映照的定义域 Bεn,i(cn,i) \ Bnλn,i(cn,i) 是一个

特殊的 “地带”,它既不是基映照的一部分,也不是 bubble映照的一部分. 我们知

道,在 Neck区域的内部, un 的重整化 vn 局部光滑的收敛到 bubble. 在 neck区域

的外部, un 光滑收敛到 u∞. 因此 Neck映照是属于 un 的一部分并且需要单独的

处理.
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一般而言,大家习惯将 neck区域利用柱坐标参数化到一个柱面上. 为此,考

虑以 cn为心的极坐标下 un(r, θ)的柱坐标变换

ϕn : [0, Tn]× S1 → N, ϕn(t, θ) = un(εne
−t, θ).

明显地, ϕn 的像集是形如 γn,t: = ϕn(t, S
1) ⊂ N , t ∈ [1, Tn]的环 (loop)之并. 每个

环的能量为

Pn(t) =

∫ 2π

0

|∂θγn,t|2dθ.

注意,这里柱面的度量是由环形区域上的欧氏度量诱导的.

引理 9.19 ([37, Lemma 1.7]) Neck映照关于柱面上的标准度量 ds2 = dt2+dθ2是

调和映照. 且

sup e(ϕn) ≤ CCr.

此外,对 0 ≤ t ≤ Tn,

l2(γn,t) ≤ 2πPn(t) ≤ 2πCCR,

而在两端

l2(γn,0) ≤ 2πPn(0) ≤
C

n2

l2(γn,1) ≤ 2πPn(1) ≤
C

n2
.

其中 l(γ)表示 γ 的长度.

现在,重新定义 CR使得 2πCCR < 1/100. 而上述引理表明, neck映照的每个

像集是 N 中非常细的长管子,且当 n→∞时,长管子的两边界曲线趋于零.

第六步. Bubble 树. . 通过第一到第五步的构造, 我们得到了以调和映照顶点,

以爆破点集为边的 bubble树. 其构造如下: un 在 B \ {xi}li=1 上局部光滑收敛到

u∞. bubble树的基顶点为调和映照 u∞, 我们重新将其编号为 u0. 在每个爆破点

xi, 通过第二步和第五步的重整化, 我们得到 Neck 映照 ϕn,i 和 bubble 映照 wn,i,

其中 wn,i 在 R2 上局部光滑收敛到调和映照 w∞. 二元对 (xi, ϕn,i)就标记了从基

顶点到下一个顶点 (bubblew∞)的边. 如此继续下去,我们就得到了 bubble树.

9.2 能量等式与 No Neck

本节也可以参考 [23, Chapter 1]. 我们主要证明如下定理

定理 9.20 假设 B ⊂ R2是单位圆盘. 如果 {un}是一列从 B 到光滑流形 N 的调

和映照满足以下假设
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(i) E(un) = 1
2

∫
B
|∇un|2dx ≤ C < +∞;

(ii) 当 n→∞时, un → u∞在 C∞(B \ {0} , N)拓扑下.

则存在 {un}的子列 (以后都不加区分),点列 {xin},伸缩因子 rin和调和球 {ωi}Ki=1,

满足

(i) 当 n→∞时,有 xin → 0, rin → 0;

(ii) 当 n→∞时, uin(x): = un(x
i
n + rinx)⇀ ωi inW 1,2

loc (R2, N);

(iii) 关于 bubble的位置关系,我们有: 对任意的 i ̸= j,

lim
n→∞

(
rin
rjn

+
rjn
rin

+
|xin − xjn|
rin + rjn

)
= +∞.

(iv) 能量等式成立

lim
δ→0

lim
R→∞

lim
n→∞

E(un;Bδ \BrinR
(xin)) = 0,

也即

lim
n→∞

E(un;B) = E(u∞;B) +
K∑
i=1

E(ωi).

(v) 这些 bubble具有 no neck性质,即

lim
δ→0

lim
R→∞

lim
n→∞

oscBδ\BrinR
(xi

n)
un = 0.

这即是说 u∞与
∪K

i=1 ω
i(R2)是连通的.

定理 9.20结论中 (i)—(iii)都是 bubble tree构造过程中的结论. 我们主要关心

能量等式与 no neck性质.

做单位圆盘上极坐标到柱坐标的变换 (r, θ) = (e−t, θ),由于调和映照 un是共

形不变的,故以后都不妨假设 un是定义在

Σ:= [T0, T1]× S1: = [− log δ,− log(rinR)]× S1

的管子上的调和映照. 且由 Ding—Tian [7, p. 549, (2.10)](也可参考第 9.1.1小节)

关于 bubble tree的构造, 可以假设只有一个 bubble(故我们记 xn = xin, rn = rin).

此时, 对任意的 ε > 0, 当 n充分大时, 成立 E(un;Pi) ≤ ε. 其中 Pi = [T0 + (i −
1)L, T0+ iL], L是与 {un}以及 i无关的常数. 不失一般性,可设 [T0, T1] =

∪Qn

i=1 Pi.

要点是要证明 E(un;Pi)关于 i的指数衰减

E(un;Pi) ≤ Cε
(
e−

i
2
L + e−

Qn−i
2

L
)
. (9.18)
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若有(9.18)成立,则

E(un;Bδ \BrnR) ≤
Qn∑
i=1

E(un;Pi) ≤ Cε

Qn∑
i=1

(
e−

i
2
L + e−

Qn−i
2

L
)
≤ Cε.

可见能量等式成立.

下面来看 no neck性质. 注意到

oscBδ\BrnR
un ≤

Qn∑
i=1

oscPi
un ≤ L

Qn∑
i=1

∥∇un∥∞;Pi

≤ CL

Qn∑
i=1

∥∇un∥2;Pi
(by ε-regularity theorem)

= CL

Qn∑
i=1

E(un;Pi) ≤ Cε.

综上表明,我们只需要证明每段管子上能量的衰减估计(9.18)即可.

9.3 Pohozaev恒等式

我们将利用 Pohozaev 恒等式说明径向能量和切向能量相等, 从而只需证明

切向能量的衰减估计.

引理 9.21 (Pohozaev恒等式) 假设 u是定义在 B 上的调和映照,则∫
S1

|∂tu|2dθ =
∫
S1

|∂θu|2dθ, ∀t ≤ 0.

特别地,∫
Pi

|∂tu|2dθdr =
∫ T0+iL

T0+(i−1)L

∫
S1

|∂tu|2dθdr

=

∫ T0+iL

T0+(i−1)L

∫
S1

|∂θu|2dθdr =
∫
Pi

|∂θu|2dθdr,

即径向能量与切向能量相等.

证明 对调和映照方程 ∆u + A(u)(∇u,∇u) = 0 和 ∂tu 做内积并分部积分即

得.

9.4 切向能量的衰减估计

在 Qing J. 和 Tian G. 的文章 [40, Propsition 2.1] 中, 他们首先对调和函数利

用分离变量法证明了三圈引理,然后用反证法证明了三圈引理对逼近调和函数仍
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然成立. 我们下面首先对调和函数复现 Qing—Tian的证明,然后对逼近调和映照

ũ = u− u∗, u∗(t) = −
∫
S1 u(t, θ)dθ证明三圈引理仍然成立.

为了对 ũ 能够仿照调和映照使用反证法证明三圈定理. 我们需要证明一列

∥ũk∥2;P̃i
有界序列具有W 2,2-弱紧性. 为此,先来看 ũk 应满足的方程.

命题 9.22 假设 u:Pi−1

∪
Pi

∪
Pi+1: = P̃i → N ↪→ RN 上的调和映照, 则对任意

的 η > 0,存在 ε > 0,使得当 u满足

∥∇u∥∞;P̃i
≤ ε, (9.19)

时,有

ũ = u−−
∫
S1

udθ

满足

∆ũ = A1ũ+ A2∇ũ+−
∫
S1

(A3ũ+ A4∇ũ) dθ, (9.20)

其中 Ai, i = 1, 2, 3, 4 是光滑函数, 且满足 ∥Ai∥∞;P̃i
≤ η. 我们称满足(9.20)的 ũ

为η-逼近调和映照.

注记 由 Bubble tree的构造,当 n充分大时,我们可假设 E(un;Pi) < ε/C ≤ ε0/3,

这里 P̃i =
∪Qn

i=1 Pi. 从而由小能量正则性定理知 ∥∇un∥∞;P̃i
≤ ε. 故上述命题中的

条件(9.19)对充分大的 un都成立.

证明 事实上,我们可将 N 在 u处的第二基本型 A(u)常值延拓到 N ↪→ RN 的

一个小邻域. 这样 |A|, |∇A|(A看成拉回丛上的张量, ∇A是共变微分)有只依赖

于 N 的上界. 由条件(9.19)知 A(u∗)也有定义. 这样,我们通过加项减项的技巧得

到

A(u)(∇u,∇u)− A(u∗)(∇u∗,∇u∗) = A(u)(∇u,∇u)− A(u∗)(∇u,∇u)

+ A(u∗)(∇u,∇u)− A(u∗)(∇u∗,∇u)

+ A(u∗)(∇u∗,∇u)− A(u∗)(∇u∗,∇u∗)

= A1(u− u∗) + A2∇(u− u∗),

这里, ∥A1∥∞;Σ ≤ |∇A|∥∇u∥2∞;Σ ≤ Cε2; ∥A2∥∞;Σ ≤ |A|∥∇u∥∞;P̃i
≤ Cε.

最后由

∆(u− u∗) = A(u)(∇u,∇u)−−
∫
S1

A(u)(∇u,∇u)dθ

= A(u)(∇u,∇u)− A(u∗)(∇u∗,∇u∗)−−
∫
S1

(A1ũ+ A2ũ) dθ

= A1ũ+ A2ũ−−
∫
S1

(A1ũ+ A2ũ) dθ,
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知对任意的 η > 0,可取 ε充分小,使得 Cε2 < η, Cε < η. 这样 ũ = u− u∗是 η逼

近调和映照.

接下来,我们将要证明对 L2有限的 η-逼近调和映照序列有W 2,2-弱紧性.

命题 9.23 假设 u: [T0, T1]× S1: = Σ→ RN 是 η-逼近调和映照,则

∥u∥W 2,2[−1,1]×S1 ≤ C(η)∥u∥2;Σ.

证明 对任意的 σ ∈ [1, 2),记 Pσ: = [−σ, σ]×S1, 2σ′ = σ+2. 选取截断函数 ϕ,使

得

0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ|Pσ ≡ 1, suppϕ ⊂ Pσ′ , |∇kϕ| ≤ 4

(2− σ)k
, ∀k ≥ 1.

计算 ϕu的方程得到

∆(ϕu) = ∆ϕu+ 2∇ϕ∇u+ ϕ∆u

= (∆ϕ+ ϕA1)u+ (2∇ϕ+ ϕA2)∇u+ ϕ−
∫
S1

(A3u+ A4∇u) dθ.

故由椭圆方程的 Lp估计得到

∥ϕu∥W 2,2(Σ) ≤ C∥ϕu∥2;Σ + ∥LHS∥2;Σ

≤ C

[(
1 +

1

(2− σ)2
+ η

)
∥u∥2;Σ +

(
1

2− σ
+ η

)
∥∇u∥2;Pσ′

]
≤ C(1 + η)

(
∥u∥2;Σ
(2− σ)2

+
∥∇u∥2;Pσ′

2− σ

)
(by σ ∈ [1, 2))

≤ C(1 + η)
(
(2− σ)−2∥u∥2;Σ + (2− σ′)−1∥∇u∥2;Pσ′

)
.

最后一个不等式我们用了 2− σ = 2(2− σ′).

注意, 上式我们将区域和系数配成整齐的形式, 这便于应用插值不等式来用

最高阶模和最低阶模控制中间的模. 事实上,令 Φj = sup1≤σ≤2(2 − σ)j∥∇ju∥2;Pσ ,

j = 0, 1, 2. 则由以上计算容易得到

(2− σ)2∥∇2u∥2;Pσ ≤ (2− σ)2∥ϕu∥W 2,2(Σ) ≤ C(η)
(
∥u∥2;Σ + 2(2− σ)∥∇u∥2;Pσ′

)
≤ C(η)

(
∥u∥2;Σ + 4(2− σ′)∥∇u∥2;Pσ′

)
≤ C(η)

(
∥u∥2;Σ + sup

1≤σ≤2
(2− σ′)∥∇u∥2;Pσ′

)
≤ C(η)

(
∥u∥2;Σ + sup

3/2≤σ′≤2

(2− σ′)∥∇u∥2;Pσ′

)
≤ C(η) (∥u∥2;Σ + Φ1) ,
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故

Φ2 ≤ C(η) (∥u∥2;Σ + Φ1) . (9.21)

现在,我们需要如下的插值不等式 [1, Lem. 5.2(1)]: 对任意的 ε0 > 0,存在常数 C0

仅依赖于 ε0,使得对所有的 u ∈ W 2,2(Ω)(这里我们只应用到光滑边界的区域),

∥Du∥2;Ω ≤ C0ε∥D2u∥2;Ω +
C0

ε
∥u∥2;Ω, 0 < ε < ε0.

按照 Φ1的定义,对任意的 s > 0,存在 σs ∈ [1, 2),使得

Φ1 ≤ (2− σs)∥Du∥2;Pσs
+ s

≤ ε′(2− σs)2∥D2u∥2;Pσs
+
C ′

ε′
∥u∥2;Pσs

+ s,

其中 ε′ = C0ε/(2− σs), C ′ = C2
0 .

对任意固定的 s ∈ (0, 1],取 ε充分小,使得 ε′ = min {1/2, C0ε0/(2− σs)} ≥
max {1/2, C0ε0} : = c0. 则

Φ1 ≤
1

2
Φ2 +

C ′

c0
Φ0 + s. (9.22)

在(9.22)中令 s→ 0,并代入(9.21),得到

Φ2 ≤ C(η, C0, ε0)∥u∥2;Σ,

即

∥D2u∥2;Pσ ≤
C(η)

(2− σ)2
∥u∥2;Σ, ∀σ ∈ [1, 2).

特别地,令 σ = 1并结合(9.22)即得欲证之结论.

Qing—Tian注意到对调和函数 u, ∥u∥22;Pi
具有如下对数凸性质.

引理 9.24 存在常数 L > 0,使得对任意的光滑调和映照

u: P̃i: = Pi−1

∪
Pi

∪
Pi+1 → N ↪→ RN ,

若满足 ∫
S1

udθ = 0, on P̃i ,

则 ∥u∥22;Pi
具有对数凸性质,即

∥u∥22;Pi
<
e−L

2

(
∥u∥22;Pi−1

+ ∥u∥22;Pi+1

)
. (9.23)

至此,我们已经准备好对逼近调和映照证明三圈引理.
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引理 9.25 假设 u: Σ→ RN 是一光滑 η-逼近调和映照. 如果∫
S1

udθ = 0, ∀t ∈ [T0, T1],

那么存在 η0 > 0,使得当 η < η0时,对任意的 i: 2 ≤ i ≤ Qn − 1,有下列结论成立:

(i) 如果

∥u∥2;Pi+1
≤ e−L/2∥u∥2;Pi

即 Pi位于左边—单调减,则

∥u∥2;Pi
≤ e−L/2∥u∥2;Pi−1

;

(ii) 如果

∥u∥2;Pi−1
≤ e−L/2∥u∥2;Pi

即 Pi位于右边—单调增,则

∥u∥2;Pi
≤ e−L/2∥u∥2;Pi+1

;

(iii) ∥u∥2;Pi
≤ e−L/2∥u∥2;Pi−1

, ∥u∥2;Pi
≤ e−L/2∥u∥2;Pi+1

中至少有一个成立.

这里, L是引理 9.24中的常数.

证明 首先对调和函数来证明. 此时若有

∥u∥2;Pi+1
≤ e−L/2∥u∥2;Pi

(9.23)
=⇒ ∥u∥2;Pi

≤ e−L/2∥u∥2;Pi−1
;

此即 (i). 注意到(9.23)中关于区域 Pi−1与 Pi+1是可以互换的,故互换 (i)中的 Pi−1

与 Pi+1, (i)仍然成立. 这就证明了 (ii). 对 (iii),反设都不成立,则易见与(9.23)矛盾.

下面用反证法证明结论对逼近调和映照仍然成立. 事实上, 如若不然, 则存

在 ηk → 0, 以及 ηk 逼近调和映照 uk(特别地, ∥Aj,k∥∞ ≤ ηk, j = 1, 2, 3, 4), 使

得对该序列 {uk}(i)—(iii) 中的结论之一不成立. 不妨假设 (iii) 不成立. 则存在

i ∈ [2, Qn − 1],使得

∥uk∥2;Pi
> e−L/2∥uk∥2;Pi−1

, ∥uk∥2;Pi
> e−L/2∥uk∥2;Pi+1

. (9.24)

通过正则化,我们可以假设 ∥uk∥2;Pi
= 1. 这表明

∥uk∥2;P̃i
≤ 2eL/2 + 1 < +∞.

因此由命题 9.23知

∥uk∥W 2,2(Pi) ≤ C.
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由 W 2,2(Pi)的弱紧性知存在子列 uk ⇀ u ∈ W 2,2(Pi), uk → u ∈ W 1,2(Pi), uk ⇀

u ∈ L2 (Pi−1

∪
Pi

∪
Pi+1). 从而对逼近调和映照的方程(9.20)取极限 k → ∞并结

合条件 ∥Aj,k∥∞;Pi
≤ ∥Aj,k∥∞;Σ ≤ ηk → 0知

∆u = 0

由弱调和函数的正则性知 u 是光滑调和函数. 进而 u 满足(9.23), 但由于 uk →
u ∈ L2(Pi)以及 uk ⇀ u ∈ L2(P̃i)并利用范数的弱下半连续性知(9.24)与(9.23)矛

盾.

在本节最后,我们来完成调和映照切向能量的衰减估计. 它蕴含在如下推论

中.

推论 9.26 假设 u: Σ → N ↪→ Rk 是调和映照. 若满足 E(u; Σ) < ε,则(9.18)对 u

成立,即

∥∂θu∥2;Pi
≤ Cε

(
e−

i
2
L + e−

Q−i
2

L
)
.

证明 由命题 9.22知 ũ = u− u∗是 η-逼近调和映照. 从而由引理 9.25的 (iii)至少

有

∥ũ∥2;Pi
≤ e−L/2∥ũ∥2;Pi+1

, ∥ũ∥2;Pi
≤ e−L/2∥ũ∥2;Pi−1

之一成立. 再由引理 9.25的 (i)—(ii)迭代得

∥ũ∥2;Pi
≤ e−(Q−i)L/2∥ũ∥2;PQ

, ∥ũ∥2;Pi
≤ e−(i−1)L/2∥ũ∥2;P1

对应成立. 从而

∥ũ∥2;Pi
≤
(
e−(Q−i)L/2 + e−(i−1)L/2

)
∥ũ∥2;P1

∪
PQ
.

注意到 u∗与 θ无关,我们得到

∥∂θu∥2;Pi
= ∥∂θũ∥2;Pi

≤ ∥∇ũ∥2;Pi
,

由逼近调和映照的内估计 (命题 9.23)知

∥∇ũ∥2;Pi
≤ C(η)∥ũ∥2;P̃i

.

而由上面得到的衰减估计

∥ũ∥2;P̃i
≤ C

(
e−(Q−i)L/2 + e−iL/2

)
∥ũ∥2;P1

∪
PQ
.

现在,利用 Poincaré不等式得到

∥ũ∥2;P1
∪

PQ
= ∥u− u∗∥2;P1

∪
PQ
≤ ∥∇ũ∥2;P1

∪
PQ

综合以上几式得到

∥∂θu∥2;Pi
≤ Cε

(
e−(Q−i)L/2 + e−iL/2

)
.
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第 10章 多调和映照的三圈定理

从调和映照的 Neck 分析知三圈引理在证明能量的切向衰减时起着关键作

用. 在本章,我们将证明多调和映照的三圈引理. 事实表明,多调和映照的三圈引

理依赖于多调和函数在球调和坐标下展开的系数作为 Hilbert 空间的基, 它们之

间的夹角有下界估计. 为了便于读者理解,我们首先考察了 Hilbert空间中两个特

殊 2维子空间的夹角,并说明由此可以证明双调和映照的三圈引理. 最后,我们通

过估计夹角的下界得到多调和映照的三圈引理.

10.1 实 Hilbert空间中两个 2维子空间的夹角

假设H = L2[−l/2, l/2]是区间 [−l/2, l/2]上的平方可积函数,我们知道H是

一个实 Hilbert空间,其内积由 ⟨f, g⟩ :=
∫ l/2

−l/2
f(t)g(t)dt定义. 现在假设 a1 = ent,

a2 = e−nt 张成平面 Rn, b1 = emt, b2 = e−mt 张成平面 Rm,其中 m,n ≥ 1是正整

数.

问题 定义并求解平面 Rm与 Rn的夹角,其中m > n ≥ 1.

首先,一种合理的定义两个二维子空间的夹角的方式如下

cos∠(Rm, Rn) := sup
α∈Rm,β∈Rn
α ̸=0,β ̸=0

| ⟨α, β⟩ |
∥α∥∥β∥

.

命题 10.1 假设 P 是 H 到 Rm的正交投影算子在 Rn上的限制. 则

cos∠(Rm, Rn) = ∥P∥.

证明 事实上,只需注意到

| ⟨α, β⟩ |
∥α∥∥β∥

=
| ⟨α, Pβ + (β − Pβ)⟩ |

∥α∥∥β∥
=
| ⟨α, Pβ⟩ |
∥α∥∥β∥

,

故

sup
α∈Rm,β∈Rn
α ̸=0,β ̸=0

| ⟨α, β⟩ |
∥α∥∥β∥

= sup
β∈Rn,β ̸=0

sup
α∈Rm,α ̸=0

| ⟨α, Pβ⟩ |
∥α∥∥β∥

= sup
β∈Rn,β ̸=0

∥Pβ∥
∥β∥

= ∥P∥.
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下面,我们来推导具体的计算公式.

假设 (Pb1, P b2) = (a1, a2)C,即 Pbj = aicij . 则由于 b1−Pb1以及 b2−Pb2都
垂直于 Rm,故

⟨ai, bj − Pbj⟩ = 0, ∀i, j = 1, 2.

即

⟨ai, bj⟩ = ⟨ai, P bj⟩ = ⟨ai, akckj⟩ =⇒ (ckj) = (⟨ai, ak⟩)−1(⟨ai, bj⟩).

为方便起见,记以 ⟨ai, aj⟩为 ij 元素的矩阵为 A,类似地有矩阵 B. 易见他们都是

对称的且由于 a1, a2 线性无关知 A 正定 (利用 Cauchy-Schwarz 等号成立当且仅

当线性相关),同理 B 也正定. 记以 ⟨ai, bj⟩为 ij 元素的矩阵为 D. 则 D = AC.

现在,假设 β = (b1, b2)X ,其中 X = (x1, x2)
T . 则

Pβ = (Pb1, P b2)X = (a1, a2)CX

∥Pβ∥2 = (CX)TACX = XT (CTAC)X

∥β∥2 = XTBX.

现在,注意到对正定矩阵 B以及对称矩阵 CTAC,存在可逆矩阵 R使得 RTBR =

E(单位阵), RTCTACR = Λ = diag(λ1, λ2)(对角阵). 这样,我们得到

cos2 ∠(α, β) = sup
β∈Rn,β ̸=0

∥Pβ∥2

∥β∥2

= sup
X ̸=0

XT (R−1)TΛR−1X

XT (R−1)TR−1X

= sup
X̃=R−1X

X̃TΛX̃

X̃T X̃
= max {λ1, λ2} .

应该注意到 λ1, λ2 是矩阵 Λ = RTCTACR = R−1B−1CTACR的特征值,由于相

似变换不改变特征值,故它们也是矩阵 B−1CTAC = B−1DTA−1D的特征值.

定理 10.2 假设 a1, a2张成平面Rn, b1, b2张成平面Rm(它们都是Hilbert子空间),

若记 A = G(a1, a2) = (⟨ai, aj⟩), B = G(b1, b2), D = G(a1, a1; b1, b2) = (⟨ai, bj⟩)分
别为各自的 Gram矩阵. 则两平面的夹角计算公式为

cos2 ∠(Rm, Rn) = max
{
λi|λi为矩阵M = B−1DTA−1D的特征值

}
.

注记 注意到若考虑 a与 b对调,则 A与 B对调,D与DT 对调,故上述计算公式

表明 ∠(Rn, Rm) = ∠(Rm, Rn). 这是因为

cos2 ∠(Rn, Rm) = max
{
µi|µi为矩阵 A−1DB−1DT 的特征值

}
,

而任何两矩阵 A1, A2都有 A1A2与 A2A1具有相同的特征多项式.
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注记 完全类似的推理得出,定理 10.2中的计算公式对一般的两个子空间也是成

立的.

直接计算得到

A =

 sinh(ln)
n

l

l sinh(ln)
n

 , B =

 sinh(lm)
m

l

l sinh(lm)
m

 ,

D =

2 sinh(l(m+n)/2)
m+n

2 sinh(l(m−n)/2)
m−n

2 sinh(l(m−n)/2)
m−n

2 sinh(l(m+n)/2)
m+n

 .

利用对 x ≥ 8成立 sinh(x)− x− ex/(2 + 1/x2) > 0,则对 l ≥ 8有

∥A−1∥ = m

sinh(lm)− lm
≤ (2 + (lm)−2)m

elm
,

∥B−1∥ = n

sinh(ln)− ln
≤ (2 + (ln)−2)n

eln
.

而

∥DDT∥ = 16 (m cosh(ln/2) sinh(lm/2)− n cosh(lm/2) sinh(ln/2))2

(m2 − n2)2

=
e−l(m+n)

(
m(elm − 1)(eln + 1)− n(eln − 1)(elm + 1)

)2
(m2 − n2)2

=
el(m+n)

(
m(1− e−lm)(1 + e−ln)− n(1− e−ln)(1 + e−lm)

)2
(m2 − n2)2

,

容易得出对任意的 l > 0有,

0 < m(1− e−lm)(1 + e−ln)− n(1− e−ln)(1 + e−lm) ≤ (m− n)
(
1 +

m+ n

m− n
e−ln

)
.

从而,对 l ≥ 8,有

∥B−1DTA−1D∥ ≤ ∥A−1∥ · ∥B−1∥ · ∥DDT∥

≤ mn

(m+ n)2
(
2 + (ln)−2

) (
2 + (lm)−2

)(
1 +

m+ n

2
e−ln

)2

≤ mn

(m+ n)2
(
2 + (ln)−2

)2 (
1 +m(ln)−2

)2
≤ 4mn

(m+ n)2
(
1 + 2m(ln)−2

)2
因此,对 Rm, Rn这两个二维子空间,有

cos∠(Rm, Rn) = ∥B−1DTA−1D∥ ≤
(
1 +

2m

l2n2

)
2
√
mn

m+ n
, l ≥ 8.
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10.2 双调和映射的三圈引理

在本节, 我们将证明双调和映照的三圈引理, 它的证明也可以参考 [24, Sec-

tion 3, Theorem 3.1].

引理 10.3 假设 u是定义在 B \ {0}上的双调和映照,且在极坐标系下满足∫
S3

u(r, θ)dθ = 0, ∀r ∈ (0, 1),

则存在某个常数 L > 0,使得

2Fi ≤ e−L (Fi−1 + Fi+1) , ∀i = 1, 2, . . . , (10.1)

其中,

Fi = Fi(u): =

∫
Ai

u2

|x|4
, Ai: = Be−(i−1)L \Be−iL .

首先,由分离变量法,我们可以写出所有环形区域上的双调函数.

引理 10.4 假设 u 是一个定义在 Br2 \ Br1 ⊂ R4 上的双调和函数. 则在柱坐标

(t, θ)下,存在常数 A0, B0, C0, D0以及 Al
n, Bl

n, C l
n, Dl

n使得

u = A0 +B0t+ C0e
2t +D0e

−2t

+
∞∑
n=1

hn∑
l=1

(
Al

ne
nt +Bl

ne
−nt + C l

ne
(n+2)t +Dl

ne
−(n+2)t

)
ϕl
n(θ),

其中
{
ϕl
n|n ∈ N ∪ {0} , l = 1, 2, . . . , hn

}
是 S3上标准化的球调和函数,且满足

∆0ϕ
l
n = −n(n+ 2)ϕl

n.

这里 ∆0是 S3上的 Laplace算子, hn是 −n(n+ 2)作为特征值对应的特征子空间

的维数,特别地 h0 = 1.

此外,如果对每个 r ∈ (r1, r2),有∫
∂Br

udσ = 0,

则上述展开式中 A0 = B0 = C0 = D0 = 0.

证明 事实上,由极坐标和柱坐标的关系 (r, θ) = (et, θ),容易知道

∂tu = r∂ru, ∂ttu = r∂ru+ r2∂rru,
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以及

∆u = ∂rru+
2m− 1

r
∂ru+

1

r2
∆0u = e−2t (∂ttu+ 2ut +∆0u) ,

∆2u = e−4t
((
∂2t +∆0

)2 − 4∂2t

)
u.

由于
{
ϕl
n

}
, n ∈ N, l = 1, . . . , hn构成了 L2(S3)的一个幺正基. 我们知道存在

实函数 Rl
n(t),使得

u(t, θ) =
∞∑
n=0

hn∑
l=1

Rl
n(t)ϕ

l
n(θ),

在 L2意义下成立.

若我们可以逐项求导,则

0 = e4t∆2u

=
∞∑
n=0

hn∑
l=1

(
∂4tR

l
n(t)− 2

(
n2 + 2n+ 2

)
∂2tR

l
n(t) + n2(n+ 2)2Rl

n(t)
)
ϕl
n(θ),

注意到 ϕl
n是基,这当且仅当

∂4tR
l
n(t)− 2

(
n2 + 2n+ 2

)
∂2tR

l
n(t) + n2(n+ 2)2Rl

n(t) = 0.

解上述线性常微分方程得到

Rl
n(t) =

A0 +B0t+ C0e
2t +D0e

−2t, n = 0

Al
ne

nt +Bl
ne

−nt + C l
ne

(n+2)t +Dl
ne

−(n+2)t, n ∈ N.

可以证明由上述 Rl
n 定义的 u(t, θ)在任何 (t, θ)的邻域 [t − ε, t + ε] × S3 上是一

致收敛的 (参考 [3, Theorem 2.36]), 从而根据数学分析中的逐项微分定理知上述

推导是严格的. 从而完成了引理第一部分的证明.

同样地,由级数的一致收敛性,可以应用数学分析中的逐项积分定理得到

0 =

∫
∂Br

(
A0 +B0t+ C0e

2t +D0e
−2t
)
, ∀r ∈ (r1, r2)

这里我们用到了 ∫
∂Br

ϕl
n =

1

−n(n+ 2)

∫
∂Br

∆0ϕ
l
n = 0.

故,我们得到

0 = |∂Br|
(
A0 +B0 log r + C0r

2 +D0r
−2
)
, ∀r ∈ (r1, r2)

由 r 的任意性知, 在
∫
∂Br

udσ = 0对所有 r ∈ (r1, r2)成立的条件下, 必有 A0 =

B0 = C0 = D0 = 0.
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下面,我们将证明引理 10.3. 由引理 10.3的假设以及引理 10.4,我们知道

u(t, θ) =
∞∑
n=1

hn∑
l=1

(
A− nlent +Bl

ne
−nt + C l

ne
(n+2)t +Dl

ne
−(n+2)t

)
ϕl
n(θ), t < 1.

直接计算 Fi(u)如下

Fi(u) =

∫ e−(i−1)L

e−iL

∫
S2m−1

u2(r, θ)

r4
r3drdθ =

∫ −iL+L

−iL

∫
S3

u2(et, θ)dtdθ

=

∫ −iL+L

−iL

∞∑
n=1

hn∑
l=1

(
Al

ne
nt +Bl

ne
−nt + C l

ne
(n+2)t +Dl

ne
−(n+2)t

)2
dt

=

∫ L

0

∞∑
n=1

hn∑
l=1

(
Al

ne
n(t−iL) +Bl

ne
−n(t−iL)

+ C l
ne

(n+2)(t−iL) +Dl
ne

−(n+2)(t−iL)
)2
dt.

令

Gi(t): =
(
Al

ne
n(t−iL) +Bl

ne
−n(t−iL) + C l

ne
(n+2)(t−iL) +Dl

ne
−(n+2)(t−iL)

)2
,

则明显有 Gi−1(t) = Gi(t+ L), Gi+1(t) = Gi(t− L),而且(10.1)等价于

2

∫ L

0

Gi(t)dt ≤ e−L

∫ L

0

(Gi(t+ L) +Gi(t− L)) dt. (10.2)

如果我们令 ũ(r, θ) = u(e−iL+L/2r, θ), 则 ũ 仍然是一个双调和映照, 且容易

验证 Fs(u) = Fs−i+1/2(ũ). 因此, 如果我们利用 ũ 的球调和展开, 则(10.2)约化为

i = 0的情形,即

2

∫ L/2

−L/2

G0(t)dt ≤ e−L (G0(t+ L) +G0(t− L)) dt. (10.3)

现在,令 Rk = Ake
(n+2(k−1))t +Bke

−(n+2(k−1))t,且记 L2([−L/2, L/2])为 ∥ · ∥. 则我
们已将双调和映照的三圈引理约化为,存在 L > 0,使得对任意的 n ≥ 1,有

∥R1(t) +R2(t)∥2 ≤
e−L

2

(
∥R1(t+ L) +R2(t+ L)∥2 + ∥R1(t− L) +R2(t− L)∥2

)
.

(10.4)

对(10.4)的证明,我们首先给出如下

引理 10.5 任意的 x0 ∈ R1 以及任意的 m,n, m ≥ n + 2且 n ≥ 1,都存在 δn > 0

以及 L = 3使得∫ x0+L

x0

(A2e2mt +B2e2nt)dt ≥ (1 + δn)2|AB|
∫ x0+L

x0

e(m+n)tdt.

事实上,可取 δn = 1
100n2 .
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证明 直接计算知∫ x0+L0

x0

(A2e2mt +B2e2nt)dt =
A2

2m
e2mx0

(
e2mL − 1

)
+
B2

2n
e2nx0

(
e2nL − 1

)
≥ |AB|√

mn
e(m+n)x0

√
(e2mL − 1) (e2nL − 1)

(1 + δn)2|AB|
∫ x0+L

x0

e(m+n)tdt = (1 + δn)
2|AB|
m+ n

e(m+n)x0
(
e(m+n)L − 1

)
,

故只需要求

δn ≤
m+ n

2
√
mn

√
(e2mL − 1) (e2nL − 1)

e(m+n)L − 1
− 1 =

m+ n

2
√
mn

√
1− e−2mL

√
1− e−2nL

1− e−(m+n)L
− 1.

现在,注意到对任意的m ≥ n+ 2,并利用 1/
√
1− x > 1 + x/2, 0 < x < 1,我们有

m+ n

2
√
mn
≥ n+ 1√

n2 + 2n
=

1√
1− 1

(n+1)2

≥ 1 +
1

10n2
,

由m ≥ n+ 2以及 L > 0知,
√
1− e−2mL

√
1− e−2nL

1− e−(m+n)L
≥ 1− e−2nL.

断言 存在 L > 0,使得对任意的 n ≥ 1,令 δn = 1
100n2 ,则(

1 +
1

10n2

)
(1− e−2nL)− 1 ≥ δn.

事实上,直接展开欲证不等式得到

e−2nL

(
1 +

1

10n2

)
≤ 1

10n2
− δn =

9

100n2
.

故只需要求 (
1 +

1

10n2

)
≤ 2 ≤ e2nL

100n2
≤ 9e2nL

100n2
.

而容易计算 e2nL/(100n2)关于 n是单调递增的 (L ≥ 1). 容易验证

L = 3 =⇒ 2 ≤ e2L

100
≤ e2nL

100n2
.

这就完成了证明.

注记 由证明知,引理 10.5对任意的 L ≥ 3都成立.

一个直接推论是

推论 10.6 假设引理 10.5中不等式成立,则∫ x0+L

x0

(
Aemt +Bent

)2 ≥ δn
2

∫ x0+L

x0

A2e2mt +B2e2nt.
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证明 直接展开不等式左边并利用引理 10.5以及 1− 1
1+δn

≥ δn/2即得.

下面开始证明(10.4). 首先注意到它等价于

∫ L/2

−L/2

(
A1e

nt +B1e
−nt + A2e

(n+2)t +B2e
−(n+2)t

)2
dt

≤ e−L

2

{∫ L/2

−L/2

(
A1e

n(t+L) +B1e
−n(t+L) + A2e

(n+2)(t+L) +B2e
−(n+2)(t+L)

)2
dt

+

∫ L/2

−L/2

(
A1e

n(t−L) +B1e
−n(t−L) + A2e

(n+2)(t−L) +B2e
−(n+2)(t−L)

)2
dt

}
=
e−L

2

{∫ 3L/2

L/2

(
A1e

nt +B1e
−nt + A2e

(n+2)t +B2e
−(n+2)t

)2
dt

+

∫ 3L/2

L/2

(
A1e

−nt +B1e
nt + A2e

−(n+2)t +B2e
(n+2)t

)2
dt

}
:=

e−L

2
(I + II).

利用不等式 (a+ b)2 ≥ 1
2
a2 − b2,我们得到如下

断言 对任意的 n ≥ 1,存在 L = 4 > 0,使得

I + II ≥ 1

4

∫ 3L/2

L/2

(A1e
nt + A2e

(n+2)t)2 + (B1e
nt +B2e

(n+2)t)2.

证明 容易得出,

I =

∫ 3L/2

L/2

(
A1e

nt +B1e
−nt + A2e

(n+2)t +B2e
−(n+2)t

)2
≥ 1

2

∫ 3L/2

L/2

(A1e
nt + A2e

(n+2)t)2dt−
∫ 3L/2

L/2

(B1e
−nt +B2e

−(n+2)t)2dt

:=
1

2
I1 − I2

II =

∫ 3L/2

L/2

(
A1e

−nt +B1e
nt + A2e

−(n+2)t +B2e
(n+2)t

)2
dt

≥ 1

2

∫ 3L/2

L/2

(B1e
nt +B2e

(n+2)t)2dt−
∫ 3L/2

L/2

(A1e
−nt + A2e

−(n+2)t)2dt

:=
1

2
II1 − II2

由推论 10.6知,

I1 ≥
δn
2

∫ 3L/2

L/2

A2
1e

2nt + A2
2e

2(n+2)t.
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而

II2 ≤ 2

∫ 3L/2

L/2

A2
1e

−2nt + A2
2e

−2(n+2)t.

对引理 10.5中的 δn,可以取 L ≥ 3(例如 L = 4),使得 δn
2
e2nL ≥ 8(利用不等式左边

关于 n ≥ 1单调增).故

δn
2

(
A2

1e
2nt + A2

2e
2(n+2)t

)
≥ 8

(
A2

1e
−2nt + A2

2e
−2(n+2)t

)
, ∀t ∈ [L/2, 3L/2].

从而 I1 ≥ 4II2. 同理, II1 ≥ 4I2. 于是

I + II ≥ 1

2
(I1 + II1)− I2 − II2 ≥

1

4
(I1 + II1).

因此,回到不等式(10.4)的证明,利用引理 10.5有

RHS ≥ e−L

2
(I + II) ≥ δne

−L

16

∫ 3L/2

L/2

(
A2

1e
2nt +B2

1e
2nt + A2

2e
2(n+2)t +B2

2e
2(n+2)t

)
dt,

而

LHS ≤ 4
(
A2

1e
nL +B2

1e
nL + A2

2e
(n+2)L +B2

2e
(n+2)L

)
L.

最后,只需注意到 λn := δne−L

16
< 2n,且当 n ≥ 2时,

L = 4 =⇒ e2nL ≥ 10n/λn =⇒ λn
A2

1

2n
(e3nL − enL) ≥ 4A2

1e
nL.

而对 n = 1,可取 L = 10,使得 e2nL ≥ 10n/λn. 综上我们得到 L = 10,则(10.4)成

立. 进而完成了引理 10.3的证明.

10.3 多调和映照的三圈引理

证明多调和映照的三圈引理和双调和映照的想法是类似的,但是我们其实并

不是直接计算子空间的夹角,而是得到了它们夹角的一个下界估计.

引理 10.7 对给定的 m,存在常数 L > 0,使得对任何定义在 B \ {0}上的 m-多

调和函数 u,若 ∫
S2m−1

u(r, θ)dθ = 0,

则

2Fi ≤ e−L (Fi−1 + Fi+1) ,∀i = 1, 2, . . . ,

其中

Fi: = Fi(u) =

∫
Ai

u2(x)

|x|2m
dx, Ai: = Be−(i−1)L \Be−iL .
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注记 事实上,我们需要更强版本的三圈引理,即在 u非常值时可与做到严格不

等号. 这从证明中是容易看出的.

首先, 我们利用平行于双调和映照的引理, 将多调和映照的情形约化到类

似(10.4).

先来看多调和函数的球调和展开.

引理 10.8 假设 u 是定义在 Br2 \ Br1 ⊂ R2m 上的 m-多调和函数. 则在柱坐

标 (t, θ) 下, 存在常数 A0, B0, {C0, k}mk=2, {D0,k}mk=2,
{
C l

n,k

}
, Dl

n,k, k = 1, . . . ,m,

l = 1, . . . , hn, n = 1, . . . ,∞,使得

u = A0 +B0t+
m∑
k=2

(
C0,ke

2(k−1)t +D0,ke
−2(k−1)t

)
+

∞∑
n=1

hn∑
l=1

m∑
k=1

(
C l

n,ke
(n+2(k−1))t +Dl

n,ke
−(n+2(k−1))t

)
ϕl
n(θ).

其中
{
ϕl
n|n ∈ N ∪ {0} , l = 1, 2, . . . , hn

}
是 S2m−1上的标准化球调和函数,且满足

∆0ϕ
l
n = −n(n+ 2(m− 1))ϕl

n, l = 1, 2, . . . , hn,

这里 ∆0 是 S2m−1 上的 Laplace算子, hn 是以 −n(n + 2(m− 1))作为特征子值对

应的特征子空间的维数.

此外,如果对每个 r ∈ (r1, r2),有∫
∂Br

u = 0,

则上述展开式在 A0, B0, {C0,k}mk=2, {D0,k}mk=2均为零.

证明 证明完全仿照双调和映照的情形即可.

利用多调和映照的平移不变性, 我们完全可以仿照双调和映照的情形, 将三

圈引理约化为证明类似(10.4)的如下不等式成立即可,

∥
m∑
k=1

Rk(t)∥2 ≤
e−L

2

(
∥

m∑
k=1

Rk(t+ L)∥2 + ∥
m∑
k=1

Rk(t− L)∥2
)
. (10.5)

它等价于

∥
m∑
k=1

Rk(t)∥2 =
∫ L/2

−L/2

(
m∑
k=1

Ake
(n+2(k−1))t +

m∑
k=1

Bke
−(n+(k−1))t

)2

dt

≤ e−L

2
(I + II) .

114



第 10章 多调和映照的三圈定理

这里,我们将(10.5)右边按照指数函数的幂次符号拆成如下形式

I =

∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Ake
(n+2(k−1))t +Bke

−(n+2(k−1))t

)2

dt

≥ 1

2

∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Ake
(n+2(k−1))t

)2

dt−
∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Bke
−(n+2(k−1))t

)2

dt

:=
1

2
I1 − I2,

以及,

II =

∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Ake
−(n+2(k−1))t +Bke

(n+2(k−1))t

)2

dt

≥ 1

2

∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Bke
(n+2(k−1))t

)2

dt−
∫ 3L/2

L/2

(
m∑
k=1

Ake
−(n+2(k−1))t

)2

dt

:=
1

2
II1 − II2.

我们需要推论 10.6的平行推广

引理 10.9 存在 L = Lm > 0以及 δm,n = C̄me
−nL/2 > 0使得,

∫ x0+L

x0

(
m∑
k=1

Ake
(n+2(k−1))t

)2

dt ≥ δm,n

∫ x0+L

x0

m∑
k=1

A2
ke

2(n+2(k−1))tdt.

证明 令 nk = n+ 2(k − 1), k = 1, 2, . . . ,m,则要证的不等式等价于

∫ x0+L

x0

(
m∑
k=1

Ake
nkt

)2

dt ≥ δm,n

∫ x0+L

x0

m∑
k=1

A2
ke

2nktdt.

令 fk(t) = enkt/∥enkt∥,这里 ∥f(t)∥2 =
∫ x0+L

x0
f 2(t)dt. 由系数 Ak的任意性,上式又

等价于∫ x0+L

x0

(
m∑
k=1

Akfk(t)

)2

dt ≥ δm,n

∫ x0+L

x0

m∑
k=1

A2
kf

2
k (t)dt = δm,n

m∑
k=1

A2
k. (10.6)

若令m×m矩阵M 的 k, l元为

Mkl = ⟨fk, fl⟩ =
∫ x0+L

x0

fk(t)fl(t)dt,

则由于 {fk}mk=1是线性无关的知M 是正定的. 假设M 的特征值是 λm ≥ λm−1 ≥
· · · ≥ λ1. 则不等式(10.6)等价于M 的最小特征值 λ1 ≥ δm,n = C̄me

−nL/2.
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下面来估计M 的最小特征值. 直接计算知

Mkl =

∫ x0+L

x0

fk(t)fl(t)dt

=

∫ x0+L

x0
enktenltdt(∫ x0+L

x0
e2nktdt

)1/2 (∫ x0+L

x0
e2nltdt

)1/2
=

e(nk+nl)x0(e(nk+nl)L−1)
nk+nl(

e2nkx0(e2nkL−1)
2nk

)1/2(
e
2nlx0(e2nlL−1)

2nl

)1/2

=
2
√
nknl

nk + nl

e(nk+nl)L − 1√
e2nkL − 1

√
e2nlL − 1

=
2
√
nknl

nk + nl

1− e−(nk+nl)L

√
1− e−2nkL

√
1− e−2nlL

.

我们将M 拆成M = M̄ + E,其中

M̄kl =
2
√
nknl

nk + nl

=

∫ +∞

0

fk(t)fl(t)dt.

因此,由 {fk}mk=1的线性无关性知 M̄ 是正定矩阵. 注意到如下事实,

λ1 = inf
|X|=1

XTMX = inf
|X|=1

(
XTM̄X +XTEX

)
≥ λ̄1 + inf

|X|=1
−|XTEX| = λ̄1 − sup

|X|=1

|XTEX|

≥ λ̄1 − |λE|,

(10.7)

其中 |λE|是 E 的实特征值中绝对值最大者.

首先来估计 |λE|. 注意到 E 对称,因此存在正交矩阵 P ,使得 P TEP = Λ为

对角矩阵,从而

|λE|2 ≤ |Λ|2 = tr(Λ2) = tr(P TEPP TEP ) = tr(E2) ≤ m2 max
k,l
|Ekl|2

= m2 max
k,l

∣∣∣∣2√nknl

nk + nl

(
1− e−(nk+nl)L

√
1− e−2nkL

√
1− e−2nlL

− 1

)∣∣∣∣2
≤ m2 max

k≤l

(
1− e−(nk+nl)L

√
1− e−2nkL

√
1− e−2nlL

− 1

)2

< m2

(
1− e−2nmL

1− e−2nL
− 1

)2

≤ m2

(
1

1− e−2nL
− 1

)2

= m2

(
e−2nL

1− e−2nL

)2

≤ 4m2e−4nL, ∀L ≥ 1.

这里我们利用了对任意的 x, y ∈ (0, 1)有

1− xy
√
1− x2

√
1− y2

− 1 ≥ 0.
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即有,

|λE| ≤ 2me−2nL, ∀L ≥ 1.

下面来估计 M̄ 的最小特征值. 容易知道 tr(M̄) = m,因此容易估计出 M̄ 的

特征值 λ̄m ≥ λ̄m−1 ≥ · · · ≥ λ̄1 > 0满足

0 < λ̄1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm < m.

另一方面, 容易看出 det M̄ 是关于 n 的有理函数, 且分母上 n 的方幂不超过

m(m − 1). 又注意到对任意的正整数 n 有 det M̄ > 0. 从而对任意的 L ≥ 1,

存在常数 C = Cm > 0仅依赖于m,使得对所有的正整数 n成立

enL/2 det M̄ ≥ Cm > 0.

这样我们容易估计出 M̄ 的最小特征值满足

λ̄1 =
det M̄

λ̄2 · · · λ̄m
≥ Cme

−nL/2m−(m−1): = 2C̄me
−nL/2.

这样,由(10.7)知

λ1 ≥ λ̄1 − |λE| ≥ 2C̄me
−nL/2

(
1− m

C̄m

e−3nL/2

)
≥ 2C̄me

−nL/2

(
1− m

C̄m

e−3L/2

)
,

故我们只需取 L充分大 (依赖于m)使得

1− m

C̄m

e−3L/2 ≥ 1

2
,

则得到

λ1 ≥ C̄me
−nL/2.

利用引理 10.9,容易得到如下

断言 对任意的 n ≥ 1,存在 Lm,使得对任意的 L ≥ Lm,有

I + II ≥ 1

4

∫ 3L/2

L/2

[(
m∑
k=1

Ake
(n+2(k−1))t

)2

+

(
m∑
k=1

Bke
(n+2(k−1))t

)2]
dt.

证明 事实上,由引理 10.9知,存在 L = Lm以及 δm,n = C̄me
−nL, C̄m > 0使得

I1 ≥ δm,n

∫ 3L/2

L/2

m∑
k=1

A2
ke

2(n+2(k−1))tdt.

易见

II2 ≤ 2

∫ 3L/2

L/2

m∑
k=1

A2
ke

−2(n+2(k−1))tdt.
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故只需取 L充分大,使得

δm,ne
2nL = C̄me

3nL/2 ≥ C̄me
3L/2 ≥ 8, ∀n ≥ 1.

则
δm,n

2

m∑
k=1

A2
ke

2(n+2(k−1))t ≥ 4
m∑
k=1

A2
ke

−2(n+2(k−1))t, ∀t ∈ [L/2, 3L/2].

于是 I1 ≥ 4II2,同理 II2 ≥ 4I2. 因此,我们得到

I + II ≥ 1

2
(I1 + II1)− I2 − II2 ≥

1

4
(I1 + II1) .

现在,回到(10.5)的证明. 我们知道

RHS ≥ e−L

2
(I + II) ≥ e−L

8
(I1 + II2) ≥

δm,ne
−L

8

∫ 3L/2

L/2

m∑
k=1

(
A2

k +B2
k

)
e2nktdt.

而

LHS ≤ 2m

∫ L/2

−L/2

m∑
k=1

(
A2

ke
2nkt +B2

ke
−2nkt

)
dt ≤ 2m

m∑
k=1

(A2
k +B2

k)e
nkLL.

可见只需证明

2menkLL ≤ δm,ne
−L

8

∫ 3L/2

L/2

e2nktdt = C̄me
−(n/2+1)L e

3nkL − enkL

16nk

,

即

2mL ≤ C̄m

16nk

e−(n/2+1)L
(
e2nkL − 1

)
.

最后,我们利用当 n ≥ 1时,对充分大的 L(依赖于m)有,

e2nkL − 1 ≥ e2nkL

2
≥ e2nL

2
,

从而对充分大的 L(依赖于m),

C̄m

16nk

e−(n/2+1)L
(
e2nkL − 1

)
≥ C̄m

32nk

e(3n/2−1)L ≥ C̄m

32(n+ 2(m− 1))
enL/2 ≥ 2mL.

这就完成了(10.5)的证明. 进而根据前面的约化得到引理 10.7的证明.
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第 11章 多调和映照的 Pohozaev不等式

本章将为法向能量的衰减作准备. 调和映照的 Pohozaev恒等式将法向能量

的衰减约化为切向能量的衰减. 但是对一般的多调和映照,这个约化不再是直接

的. 事实上,我们将会看到,对调和映照的法向能量本身有衰减性,而切向能量只

是作为该衰减的一个小扰动. 这一内蕴衰减性来源于多 Laplace的结构. 在下面,

我们首先讨论多调和映照方程的结构, 然后证明积分形式的相对 Pohozaev 恒等

式并由此导出 Pohozaev不等式.

11.1 多调和映照方程的结构

由于切向能量可以由三圈定理说明可以充分小. 故直接计算纯法向能量 (只

含有 t的导数). 注意到

∆u(r, θ) = urr +
(2m− 1)ur

r
+

∆0u

r2
,

故在坐标变换 (r, θ) = (et, θ)下, ut = rur, utt = rur + r2urr,

∆u(t, θ) = e−2t (utt + 2(m− 1)ut +∆0u) .

注意到 [
e−αt,∆0

]
= 0,

[
e−αt, ∂t

]
= αe−αt, ∀α ∈ R,

我们知道存在常系数的多项式 P ,使得

∆mu = e−2mtP (∂t,∆0)u.

我们将要证明的 Pohozaev恒等式的关键在于分析 P 的结构.

引理 11.1 假设

P (∂t,∆0) =
∑

1≤p+2q≤2m

p,q∈N∪{0}

ap,q∂
p
t∆

q
0.

则常数 ap,q 满足

ap,q = 0, p = 1, 3, . . . , 2m− 1,

以及

(−1)m−p/2ap,0 > 0, p = 2, 4, . . . , 2m. (11.1)
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证明 我们将使用归纳法. 定义

∆lu = e−2ltPl(∂t,∆0)u, l = 1, 2, . . . ,m,

则 P = Pm,并规定 P0u = u.

按定义

Pl+1u = e2(l+1)t∆l+1u

= e2(l+1)t∆
(
e−2ltPlu

)
= e2lt(∂2t + 2(m− 1)∂t +∆0)

(
e−2ltPlu

)
.

直接计算可知

Pl+1u = (∂t(∂t + 2(m− 1)− 4l) + ∆0 − 4l(m− 1− l))Plu. (11.2)

如果令

□l = ∂2t +∆0 − 4l(m− 1− l)

以及

bl = 2(m− 1− 2l),

则(11.2)变为

Pl+1 = (□l + bl∂t)Pl, l = 0, 1, . . . ,m− 1. (11.3)

利用(11.3),我们得到

P (u) = Pm(u) = (□m−1 + bm−1∂t) · · · (□0 + b0∂t)u. (11.4)

容易验证如下基本性质

(i) □l, bk∂t可交换;

(ii) □l = □m−1−l;

(iii) bl = −bm−1−l. 特别地,若m− 1 = 2l,则 bl = bm−1−l = 0.

由此,我们可将(11.4)根据m的奇偶性改写如下:

• 若m = 2l是偶数,则

P (u) =
(
□2

l − b2l ∂2t
)
· · ·
(
□2

0 − b20∂2t
)
;

• 若m = 2l + 1是奇数,则

P (u) = □l

(
□2

l−1 − b2l−1∂
2
t

)
· · ·
(
□2

0 − b20∂2t
)
.

120



第 11章 多调和映照的 Pohozaev不等式

可见,无论在那种情况 P 中都没有奇数阶的 ∂t. 这就证明了引理 11.1中第一条.

为了看出系数 ap,0的交错性,注意到

P (∂t, 0) =
m−1∏
l=0

(
∂2t − 4l(m− 1− l) + 2(m− 1− 2l)∂t

)
=

m−1∏
l=0

(∂t − 2l) (∂t + 2(m− 1− l))

= (∂t − 2(m− 1))∂t · · · (∂t − 2)(∂t + 2(m− 2)) · ∂t(∂t + 2(m− 1))

= ∂2t (∂
2
t − 22) · · · (∂2t − (2(m− 1))2),

由此容易导出(11.1).

11.2 相对 Pohozaev恒等式

在本节中,我们将证明某种积分形式的 Pohozaev-型等式. 由此,我们可以导

出一个 Pohozaev-型差分不等式, 它在证明径向能量的衰减中所起的作用和 Po-

hozaev恒等式是一样的.

首先,回忆,调和映照的 Pohozaev恒等式 (参考引理 9.21)可通过在调和映照

方程两边同乘以 ∂tu并分部积分得到. 事实上,此时我们得到的是

∂t

∫
S1

(
|∂tu|2 − |∂θu|2

)
= 0. (11.5)

由于在大多数情况下,我们都有

lim
t→−∞

∫
S1

|∂tu|2 − |∂θu|2 = 0.

因而,积分(11.5)得到通常的 Pohozaev恒等式,它表明调和映照的切向能量和法向

能量相等. 这也解释了为什么我们称(11.5)为相对 Pohozaev恒等式.

引理 11.2 假设 u是定义在 B \ {0} ⊂ R2m上的m-多调和映照. 则∫
S2m−1

P (∂t,∆0)u · ∂tu = ∂t

∫
S2m−1

(Q+Θ) = 0, (11.6)

其中

Q =
m∑

n=1

(−1)n+1(n− 1/2)a2n,0|∂nt u|2

+ ∂t

[
m∑

n=1

n−1∑
k=1

n−k∑
l=1

(−1)k+la2n,0∂
k+l−1
t u∂2n−k−l

t u

]
,

(11.7)

而 Θ 是关于 ∂pt∇
q2
0 ∆

q1
0 u 的二次齐次多项式, 这里 q2 等于 0 或者 1, 而且 0 <

2q1 + q2 ≤ 2m− 1.
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证明 定义

Qp,q: =

∫
S2m−1

ap,q∂
p
t∆

q
0u · ∂tu,

则由分部积分得到

Qp,q =

∫
S2m−1

(−1)qap,q∂ptwq · ∂twq,

其中

wq =

 ∆l
S2m−1u q = 2l

∇S2m−1∆l
S2m−1u q = 2l + 1.

再继续证明之前,我们列出如下两条容易验证的基本性质. 对任意的 1 ≤ k <

n,

∂1tw · ∂2nt w = ∂t

(
(−1)n+11

2
|∂nt w|

2 +
n−1∑
k=1

(−1)k+1∂kt w · ∂2n−k
t w

)
(11.8)

∂kt w · ∂2n−k
t w = ∂t

(
n−k∑
l=1

(−1)l−1∂k+l−1
t w · ∂2n−k−l

t w

)
+ (−1)n−k |∂nt w|

2 . (11.9)

由(11.8)以及 p只能取偶数这一基本事实 (参考引理 11.1)知∫
S2m−1

P (u) · ∂tudθ =
∑

1≤p+2q≤2m

p,q∈N∪{0}

∫
S2m−1

(−1)qap,q∂ptwq · ∂twqdθ

= ∂t

[ ∑
1≤n+q≤m

n,q∈N∪{0}

(−1)qa2n,q
∫
S2m−1

(−1)n+11

2
|∂nt wq|2

+
n−1∑
k=1

(−1)k+1∂kt wq · ∂2n−k
t wqdθ

]

= ∂t

[
m∑

n=1

a2n,0

∫
S2m−1

(−1)n+11

2
|∂nt uq|

2 +
n−1∑
k=1

(−1)k+1∂kt uq · ∂2n−k
t uqdθ +Θ

]
.

Q所需要的形式(11.7)可将(11.9)用于 wq 而得. 这就完成了证明.

现在, 对固定的 k, 由于 uk 是定义 B 上的光滑函数, 注意到 |Q + Θ| ≤
C
∑2m

n=1 e
−nt|∇nu|. 我们知道

lim
t→−∞

(Q+Θ) = 0,

它表明

lim
t→−∞

∫
S2m−1

(Q+Θ) = 0.
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利用上式并将(11.6)在 (−∞, 0)积分,我们得到,对所有的 t < 0,

0 =

∫
S2m−1

{
Θ+

m∑
n=1

(n− 1/2) (−1)n+1a2n,0|∂nt ui|2

+ ∂t

[
m∑

n=1

n−1∑
k=1

n−k∑
l=1

(−1)k+la2n,0∂
k+l−1
t ui∂

2n−k−l
t ui

]}
.

(11.10)

在上式中, Θ涉及到切向导数,它的衰减估计将由三圈引理导出. 而由于最后一项

的存在,这并不能导出径向能量 (第二项)的衰减估计. 我们将看到,由(11.10)可导

出一个差分不等式,由此也可以得到径向能量的衰减估计.
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第 12章 多调和映照的能量等式与 No Neck

在本章中,我们将完成多调和映照的能量等式与 No Neck的证明. 首先,我们

将证明多调和映照的小能量正则性. 然后我们做了两个准备,其一是将能量分解

为径向方向和切向方向, 尽管这一分解在调和映照时是平凡的, 但在多调和映照

的情形却是非平凡的. 其二是从多调和映照的能量估计导出其任意阶高阶估计.

最后,我们给出了 Neck分析的基本框架及其具体步骤.

12.1 小能量正则性

在爆破分析中,小能量正则性是基本的定理,它表明在能量小时,解的高阶导

数可控制.

定理 12.1 (ε-正则性) 假设 u:B → N ↪→ Rn 是从单位球 B ⊂ R2m 到 N 的

W 2m,p(p > 1)弱m-调和映照. 则存在 ε0 > 0,使得当∫
B

(
|∇mu|2 + |∇u|2m

)
dx ≤ ε0

时,有内估计

∥u− ū∥W 2m,p(B1/2) ≤ C
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
, (12.1)

以及对 l = 1, 2, . . .,有

∥∇lu∥L∞(B1/2) ≤ C(l)
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
, (12.2)

成立,其中 ū是 u在 B 中的积分平均值,而 C, {C(l)}是常数.

注记 因为 u ∈ W 2m,p(B) ↪→ Wm,2(B) 而且 N 是紧致的, 我们知道 u − ū ∈
Wm,2(B). 对 u− ū用插值不等式 [1, Lemma 5.2(1)],

∥∇ju∥L2(B) ≤ C
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥u− ū∥L2(B)

)
, ∀1 < j ≤ m.

结合 Poincaré不等式,

∥u− ū∥L2(B) ≤ C∥∇u∥L2(B),

我们得到

∥∇ju∥L2(B) ≤ C
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2(B)

)
≤ C

(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
, ∀1 < j ≤ m.

(12.3)
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如果我们还假设 ū = 0,则 Poincaré不等式成为

∥u∥L2(B) ≤ C∥∇u∥L2(B).

故

∥u∥2Wm,2(B) =
m∑
j=0

∥∇ju∥2L2(B) ≤ C

m∑
j=1

∥∇ju∥2L2(B).

由于对 j = 1, (12.3)显然成立. 我们得到

∥u∥Wm,2(B) ≤ C
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
(12.4)

注意这里要求 ū = 0.

证明 不失一般性, 我们假设 ū = 0. 由于 u是 m-多调和映照, 它满足如下的欧

拉-拉格朗日方程 (参考 [2, Lemma 2.2, (4)])

∆mu =
∑

i,j,q≥0
i+j+q=m−1

(i,j,q)̸=(0,m−1,0)

cm−1
ijq ∆i∇q(P (u))∆j+1∇qu−∆m−1(A(u)(∇u,∇u)), (12.5)

其中 cijq 是正整数, P (u) = DΠ(u)是正交投影,它是由最近点投射 Π:Nδ → N 的

微分定义的. 这里 Nδ 是到 N 的距离不大于 δ的邻域而 A(u)是 N ↪→ Rn 的第二

基本型.

为了方便, 我们引入以下多重指标记号: 对多重指标 α = (k1, . . . , ka), 这里

ki ≥ 1是整数, i = 1, 2, . . . , a,定义 α的模长为 |α| =
∑a

i=1 ki,定义 α的长度为 ki

的个数 a. 记 ||α| = j 为所有模长为 j 的多重指标 α全体,但是不包含 α = (j). 利

用这些记号,我们可将(12.5)改写为

∆mu =
∑

||α|=2m

aα(u)∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau, (12.6)

其中 aα 是 N ↪→ Rn 上的光滑函数, A#B 表示 A, B 以及一个光滑函数的乘积.

我们可以假设(12.6)中 k1 ≥ k2 ≥ · · · ka ≥ 1,从而 k2 ≤ m.

现在,对固定的 σ ∈ (1/2, 1),令 2σ′ = 1 + σ以及 ϕ ∈ C∞
0 (Bσ′)是一个截断函

数,满足

ϕ|Bσ ≡ 1 |∇kϕ| ≤ 4k(1− σ)−k.
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为了对 ϕu利用 Lp-估计,首先计算 ϕu的方程:

∆m(ϕu)−
2m∑
i=1

∇iϕ#∇2m−iu = ϕ∆mu =
∑

||α|=2m

ϕaα(u)∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau

=
∑

||α|=2m

ϕaα(u)∇k1u# · · ·#∇kau

=
∑

||α|=2m

aα(u)

[
∇k1(ϕu)−

k1∑
j=1

(
k1
j

)
∇jϕ∇k1−ju

]
# · · ·#∇kau

=
∑

||α|=2m

aα(u)∇k1(ϕu)# · · ·#∇kau

+
∑

||α|=2m

k1∑
j=1

aα(u)∇jϕ#∇k1−ju# · · ·#∇kau.

因此,

∆m(ϕu) =
2m∑
i=1

∇iϕ#∇2m−iu+
∑

||α|=2m

aα(u)∇k1(ϕu)# · · ·#∇kau

+
∑

||α|=2m

k1∑
j=1

aα(u)∇jϕ#∇k1−ju# · · ·#∇kau.

(12.7)

接下来,对 1 < p < 2m
2m−1

,我们逐项估计(12.7)的右边三项.

对第一项,

∥∇iϕ#∇2m−iu∥Lp(B) ≤ C(1− σ)−i∥∇2m−iu∥Lp(Bσ′ ), 1 ≤ i ≤ 2m.

对第二项,由广义的 Hölder不等式,

∥∇k1(ϕu)# · · ·#∇kau∥Lp(B) ≤ C∥∇k1(ϕu)∥
L

2mp
2m−(2m−k1)p (B)

a∏
i=2

∥∇kiu∥
L

2m
ki (B)

≤ C∥ϕu∥W 2m,p(B)

a∏
i=2

∥u∥Wm,2(B),

其中,在最后一个不等式,我们使用了如下的 Sobolev嵌入,

W 2m,p ↪→ W k1,2mp/(2m−(2m−k1)p), Wm,2 ↪→ W k,2m/k, 1 ≤ k ≤ m.

最后,对第三项的估计根据 j 的范围分成如下几类

• 如果 1 ≤ j < k1 < 2m且 k1 − j ≤ m. 由 ϕ的定义,我们有

∥∇jϕ#∇k1−ju#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp(B)

≤ C(1− σ)−j∥∇k1−ju∥
L

2m
k1−j (Bσ′ )

a∏
i=2

∥∇kiu∥
L

2m
ki (Bσ′ )

≤ C(1− σ)−j∥u∥aWm,2(B).
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• 如果 1 ≤ j < k1 < 2m且 2m − j > k1 − j = l > m,则有 Hölder不等式和

Sobolev嵌入

∥∇jϕ#∇k1−ju#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp(B)

≤ C(1− σ)−j∥∇lu∥
L

2mp
2m−(2m−k1)p (Bσ′ )

a∏
i=2

∥∇kiu∥
L

2m
ki (Bσ′ )

≤ C(1− σ)−j∥u∥W 2m−j,p(Bσ′ )

a∏
i=2

∥∇kiu∥
L

2m
ki (Bσ′ )

≤ C(1− σ)−j∥u∥W 2m−j,p(Bσ′ )∥u∥a−1
Wm,2(B).

由插值不等式 [1, Theorem 5.2(1)],

∥u∥W 2m−j,p(Bσ′ ) ≤ C
(
∥∇2m−ju∥Lp(Bσ′ ) + ∥u∥Lp(Bσ′ )

)
.

由于 N 是紧致的, ∥u∥Lp(B)的上界是只依赖于 N 的一个常数. 因此,

∥∇jϕ#∇k1−ju#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp(B)

≤ C(1− σ)−j∥∇2m−ju∥Lp(Bσ′ )∥u∥a−1
Wm,2(B) + C(1− σ)−j∥u∥a−1

Wm,2(B).

• 如果 j = k1,我们可以处理如下

∥∇jϕ#∇k1−ju#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp(B)

≤ C(1− σ)−k1∥u#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp(B)

≤ C(1− σ)−k1∥u∥a−1
Wm,2(B),

因为 u有界.

因此,对(12.7)应用 Lp估计,

∥ϕu∥W 2m,p(B)

≤ C

{
2m∑
i=1

(1− σ)−i∥∇2m−iu∥Lp(Bσ′ ) +
∑

||α|=2m

∥ϕu∥W 2m,p(B)∥u∥a−1
Wm,2(B)

+
∑

||α|=2m

[
k1∑

j=k1−m≥1

(1− σ)−j∥u∥a−1
Wm,2(B) +

2m−1∑
j=1

(1− σ)−j∥u∥a−1
Wm,2(B)

+

k1−m−1∑
j=1

(1− σ)−j∥u∥a−1
Wm,2(B)

(
1 + ∥∇2m−ju∥Lp(Bσ′ )

)]}

≤ C
∑

||α|=2m

{
∥ϕu∥W 2m,p(B)∥u∥a−1

Wm,2(B) +
2m∑
j=1

(1− σ)−j
[
∥u∥a−1

Wm,2(B)

+
(
1 + ∥u∥a−1

Wm,2(B)

)
∥∇2m−ju∥Lp(Bσ′ )

]}
.
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由(12.4), ε0充分小时, ∥u∥Wm,2(B)也可以充分小,故

∥∇2mu∥Lp(Bσ) ≤ C
∑

||α|=2m

2m∑
j=1

(
∥u∥a−1

Wm,2(B)

+
(
1 + ∥u∥a−1

Wm,2(B)

)
∥∇2m−ju∥Lp(Bσ′ )

)
(1− σ)−j

为了处理上式右边的低阶项,我们令

Φj: = sup
1/2≤σ≤1

(1− σ)j∥∇ju∥p;Bσ , j = 0, 1, . . . , 2m,

则

Φ2m ≤ C
∑

||α|=2m

2m−1∑
j=0

{
∥u∥a−1

Wm,2(B) +
(
1 + ∥u∥a−1

Wm,2(B)

)
Φj

}
. (12.8)

现在,我们需要如下的

断言 存在常数 C0,使得对任意的 ε̄ ≤ C0,

Φj ≤
(
ε̄Φ2m + Cε̄−

j
2m−jΦ0

)
, ∀0 ≤ j ≤ 2m− 1,

对某个只依赖于m的常数 C 成立.

事实上,由 Φj 的定义,对任意的 s > 0,存在 σs ∈ [1/2, 1),使得

Φj ≤ (1− σs)j∥∇ju∥Lp(Bσs ) + s.

对任意的 u ∈ W 2m,p(Ω),由插值不等式 (参考 [1, Theorem 5.2(1)],存在常数C0 > 0

使得对任意的 ε ≤ 1以及任意的 j = 0, 1, . . . , 2m− 1,有

∥∇ju∥Lp(Ω) ≤ C0

(
ε∥∇2mu∥Lp(Ω) + ε−

j
2m−j ∥u∥Lp(Ω)

)
.

因此

Φj ≤ C0

(
ε(1− σs)j∥∇2mu∥Lp(Bσs ) + ε−

j
2m−j (1− σs)j∥u∥Lp(Bσs )

)
+ s

≤ εsΦ2m + C
1− j

2m−j

0 (εs)
− j

2m−jΦ0 + s,

其中 εs = C0ε(1− σs)j−2m.

最后,对任意的 ε̄ ≤ C0以及任何固定的 s > 0,可取 ε = ε̄(1−σs)2m−j/C0 ≤ 1,

则 εs = ε̄,令 s→ 0就得到断言的证明.

现在,注意到(12.4)表明 ∥u∥Wm,2(B) 可被 E(u;B) ≤ ε0 控制,从而按照假设是

可以任意小的. 对(12.8)应用上述断言 (ε̄充分小)得到,

Φ2m ≤ C
(
Φ0 + ∥u∥a−1

Wm,2(B)

)
≤ C

(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
.

129



第 12章 多调和映照的能量等式与 No Neck

最后一个不等式是由于 ū = 0, ε0 充分小以及(12.4). 再次应用上述断言, 对 p =

2m+1
2m
∈
(
1, 2m

2m−1

)
,

∥u∥W 2m,p(Bσ) ≤ C(1− σ)−2m
(
∥∇mu∥L2(B) + ∥∇u∥L2m(B)

)
. (12.9)

我们将用 Bootstrap 来完成证明. 我们从 p0 = 2m+1
2m

< 2m
2m−1

开始迭代.

(12.9)表明(12.1)对 p = p0成立.

由 Sobolev嵌入W 2m,p0 ↪→ W
l,

2mp0
2m−(2m−l)p0 以及 Hölder不等式,

∥∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau∥
L

1
1−a(1−1/p0)

≤ C
a∏

i=1

∥∇kiu∥
L

2mp0
2m−(2m−ki)p0

≤ C∥u∥aW 2m,p0 .

由于 a ≥ 2,我们知道

1

1− a
(
1− 1

p0

) ≥ p0
2− p0

=
2m+ 1

2m− 1
> p1: =

2m

2m− 1
, (12.10)

因此

∥∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp1 ≤ C∥u∥aW 2m,p0 . (12.11)

综上, (12.6)右端的 Lp1 模可由 ∥u∥W 2m,p0 控制,从而(12.1)对 p1成立.

接下来,我们做迭代

pi+1 =
1

1
pi
− 1

2m

=
2m

2m− i− 1
, i = 1, 2, . . . , 2m− 2,

并证明(12.11)中 p0 and p1 分别换成 pi 与 pi+1 仍成立. 因此 Lp-估计表明(12.1)对

pi+1也成立.

注意到(12.11)对 p1 + δ1 成立, 这里 δ1 是一个充分小的数 (参考 (12.10)). 为

了保证 Sobolev 嵌入超临界, 我们将证明的是如下的结论: 假设对任何 α, |α| =
2m且α ̸= (2m),

∥∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lpi+1+δi+1 ≤ C∥u∥aW 2m,pi+δi
, (12.12)

对 i = l ∈ {1, 2, . . . , 2m− 3}以及某个 δi > 0成立,则(12.12)对 i = l + 1以及某

个 δi+1 > 0也成立. 这里 {δi}的确切数值我们并不是很关心,只需要它们是大于

零的即可,这是为了保证 Sobolev嵌入(12.13)成立. 取 δl充分小使得

W 2m,p̄l ↪→ W h,∞, ∀h = 0, 1, . . . , l, (12.13)

W 2m,p̄l ↪→ W
h,

2mp̄l
2m−(2m−l)p̄l , ∀h = l + 1, . . . , 2m, (12.14)
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其中 p̄l = pl + δl. 为了说明证明的思想,假设(12.12)中的多重指标 α满足

k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka−j1−j2···−jl > ka−j1−j2···−jl+1 = · · · = ka−j1−j2···−jl−1
= l

> · · ·

> ka−j1−j2+1 = · · · = ka−j1 = 2

> ka−j1+1 = · · · = ka = 1.

令 j = j1 + j2 · · ·+ jl,由 Hölder和 Sobolev不等式

∥∇k1u# · · ·#∇kau∥Lp

≤ C∥∇k1u# · · ·#∇ka−ju∥Lp

jl∏
h=1

∥∇ka−j+hu∥L∞ · · ·
j1∏

h=1

∥∇ka−j1+hu∥L∞

≤ C∥u∥j
W 2m,p̄l

a−j∏
h=1

∥∇khu∥
L

2mp̄l
2m−(2m−kh)p̄l

, (由 (12.13))

≤ C∥u∥aW 2m,p̄l , (由 (12.14))

其中

p ≤ 1

1− (a− j)
(
1− 1

p̄l

)
− j1+2j2+···+ljl

2m

容易看出,上式右端在 jl = · · · = j2 = 0, j1 = 1, a = 2,时取得最小值,即

p ≥ 1
1
p̄l
− 1

2m

: = p̄l+1 > pl+1.

因此(12.9)对 i = l + 1成立.

作为上述迭代的结论,我们证明了(12.1)对 p̄ > 2m = p2m−1 成立. 现在,对一

般的 p > 1,注意到

W 2m,p̄ ↪→ W h,∞, ∀h = 0, 1, . . . , 2m− 1.

因此

∥∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau∥Lp ≤ C∥∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau∥L∞ ≤ C∥u∥aW 2m,p̄ ,

这表明(12.1)对 p也成立,这就完成了定理 12.1的第一部分的证明.

最后, (12.2)可由(12.1)和标准的 bootstrap技巧证明.
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12.2 能量的径向—切向分解

和调和映照或者双调和映照一样,我们希望将能量分解为径向部分和切向部

分,并分别证明它们的指数衰减. 在调和映照的情形,我们有

|∇u|2 = |∂ru|2 + |r−1∂θu|2.

然而,在多调和映照的情形,类似上面的分解是不存在的. 这主要是因为: 首先,对

m > 1, S2m−1 或其万有覆盖上没有整体的坐标系;其次,多调和映照的能量涉及

到映射的高阶导而非仅仅是梯度.

为了解决这一问题, 回忆 S1m−1 可看作齐性空间 O(2m)/O(2m − 1). 令

{αk}m(2m−1)
k=1 是李代数 o(2m)的幺正基. 由 [14, Lemma 2],存在S2m−1上m(2m−1)

个光滑向量场 Y1, . . . , Ym(2m−1), 使得对任意的 y ∈ S2m−1 以及任意的切向量

V ∈ TyS2m−1,我们有

V =

m(2m−1)∑
k=1

⟨V,Xk(y)⟩S2m−1 Yk(y).

接下来,我们将把上述构造延拓到 R2m \ {0}. 为此,我们将 S2m−1 和 ∂B1 等

同,且注意到存在 ∂Br(r ̸= 0)到 ∂B1 的自然微分同胚 (缩放),记为 Ψr. 利用 Ψr,

我们可将 Xk, Yk 延拓到 R2m \ {0},且它们都是 ∂B|x| 在 x ∈ R2m \ {0}处的切向
量. 由这些记号以及注意到 Ψr 将 ∂B1 上的度量拉回到 ∂Br 上成为 r−2 ⟨·, ·⟩∂Br

,

我们得到

V =

m(2m−1)∑
k=1

1

|x|2
⟨V,Xk(x)⟩Yk(x), ∀x ∈ R2m \ {0} , V ∈ Tx(∂B|x|).

这里, 我们省略了内积的下标, 因为 ∂Br 的内积是由 R2m 诱导的, 而且我们将所

有的向量都视为 R2m中的向量.

最后,将法向部分添加进来,我们就得到 V 的如下分解

V = (V, ∂r)∂r +

m(2m−1)∑
k=1

1

|x|2
⟨V,Xk(x)⟩Yk(x), (12.15)

这里 V ∈ R2m而 x ∈ R2m \ {0}. 特别地,如果令 V = ∇u,由(12.15)得到

ρ∇u = (ρ∂ru)∂ρ +

m(2m−1)∑
k=1

(Xku)
Yk
ρ
. (12.16)

∂r(x)与
Yk

ρ
(x)作为 R2m中的向量不依赖于 |x|,故对任意的 l > 0,存在常数 Cl使

得

max
∂Bρ

∣∣ρl∇l(∂r)
∣∣ ≤ Cl, max

∂Bρ

∣∣∣∣ρl∇l

(
Yk
ρ

)∣∣∣∣ ≤ Cl. (12.17)
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现在,对(12.16)两边同时作用 ρl−1∇l−1,则得到

ρl−1∇l−1(ρ∇ui) =
l−1∑
p=0

(
l − 1

p

)
ρl−1−p∇l−1−p(∂r)ρ

p∇p(ρ∂rui)

+

m(2m−1)∑
k=1

l−1∑
p=0

(
l − 1

p

)
ρl−1−p∇l−1−p(Yk/ρ)ρ

p∇p(Xkui),

可见,对 l ∈ N ∪ {0},

∣∣ρl−1∇l−1(ρ∇ui)
∣∣ ≤ l−1∑

p=0

Cp,l

∣∣ρp∇p(ρ∂rui)
∣∣+ m(2m−1)∑

k=1

∣∣ρp∇p(Xkui)
∣∣ . (12.18)

我们将会看到, |ρl−1∇l−1(ρ∇ui)|和 |ρl∇lui|是相互控制的. 故我们将{∣∣ρp∇p(ρ∂rui)
∣∣}l−1

p=0
,
{∣∣ρp∇p(Xkui)

∣∣}l−1

p=0
,

分别称为 |ρl∇lui| 的切向分量与法向分量. 在下节我们将证明, 对能量的衰减估

计只需分别得到切向分量和法向分量的衰减估计.

12.3 线性化多调和映照方程及其高阶估计

随后,我们将利用三圈引理或者 Pohozaev型论证证明 Xkui 和 ∂tui 的 L2-模

的衰减估计. 但是 E(ui) 中含有 ui 的高阶导数. 这节将证明一个引理, 它将从

L2-模的衰减导出任意高阶导数逐点模的衰减. 而证明的主要观察在于 Xkui以及

∂tui = ρ∂ρui满足一个齐次线性椭圆方程组,且其系数都是好的.

假设 u是定义在 B4 \B1上的光滑多调和映照. 回忆其欧拉-拉格朗日方程为

∆mu =
∑

||α|=2m

aα(u)∇k1u#∇k2u# · · ·#∇kau.

此外,由 Ding-Tian假设 (见后(12.23))以及小能量正则性定理 12.1,我们可以假设

max
B4\B1

|∇lu| ≤ 1, l = 1, 2, . . . , 2m− 1. (12.19)

引理 12.2 假设 u是定义在 B4 \B1上的多调和映照,且满足(12.19). 则有

max
B3\B2

∣∣∇l(ρ∂ρ)u
∣∣2 ≤ C

∫
B4\B1

|ρ∂ρu|2 (12.20)

以及

max
B3\B2

∣∣∇l(Xku)
∣∣2 ≤ C

∫
B4\B1

|Xku|2, (12.21)

这里 k可取为 1, 2, . . .,m(2m− 1).
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证明 首先,我们利用多调和映照的方程在由 ρ∂ρ 以及 Xk 生成的单参数变换群

的 (等距)作用下是不变的. 即,若 ψs 是那样的一个单参数变换群,令 us = u◦ψs.

则当 u是一个多调和映照时, us仍然是一个多调和映照. 从而 us满足

∆mus =
∑

||α|=2m

aα(us)∇k1us# · · ·#∇kaus.

两边同时在 s = 0处取导数,并令 h: = dus

ds

∣∣
s=0

,则

∆mh =
∑

||α|=2m

Daα(u)∇k1u# · · ·#∇kau · h

+
∑

||α|=2m

aα(u)
a∑

i=1

∇k1u# · · ·#∇ki−1u#∇kih#∇ki+1u# · · ·#∇kau.

(12.22)

这即表明 h满足一个线性椭圆方程组,且由(12.19),其系数都是有界的. 故由经典

的线性椭圆估计,分别取 h为 Xku和 ρ∂ρu即得结论.

12.4 Neck分析的基本框架

设 {ui} 是一列从 B ⊂ R2m 到紧流形 N 的多调和映照, 它具有一致的能量

E(ui) ≤ Λ < +∞. 由于 N 紧, {ui} 是一致有界的. 结合 Sobolev 嵌入 Wm,2 ↪→
W 1,2m,我们知道

E(ui) :=

∫
B

|∇mui|2 + |∇ui|2m

也是一致有界的. 由 Ding-Tian约化,我们可以假设序列 {ui}只有一个 bubble. 此

时,我们有

条件 (Ding-Tian约化) 对任意的 ε > 0,存在 δ ↘ 0以及 R ↗ +∞,使得对任意

的 ρ ∈ (2λiR, δ/2),成立

lim sup
i→∞

∫
B2ρ\Bρ

|∇mui|2 + |∇ui|2m < ε, ∀ρ ∈ (2λiR, δ/2). (12.23)

令 v(x) = ui(ρx),对 v在 B2 \B1/2上应用小能量正则性定理 (参考定理 12.1)

可得,对任何的 l = 1, 2, . . .,

max
∂Bρ

ρl|∇lui| ≤ Cε1/2m. (12.24)

为了证明能量等式,我们只需要稍微改进一下上面的估计,即
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断言 12.3 若存在 σ > 0,使得对所有的 ρ ∈ (λiR, δ)以及所有的 l ∈ N成立

max
∂Bρ

ρl|∇lui| ≤ C(σ, l)ε1/2m

((
δ

ρ

)−σ

+

(
ρ

λiR

)−σ
)
. (12.25)

则对 {ui}成立能量等式.

事实上,直接计算 neck上的能量为

E(ui;Bδ \BλiR) =

∫ δ

λiR

∫
∂Bρ

(
|∇mui|2 + |∇ui|2m

)
dρdS

≤ C(σ,m)

∫ δ

λiR

ρ−2m

∫
∂Bρ

(
ε1/m

(
δ

ρ

)−2σ

+

(
ρ

λiR

)−2σ

+ ε

(
δ

ρ

)−mσ

+

(
ρ

λiR

)−mσ
)
dSdρ

≤ C(σ,m)

∫ δ

λiR

ρ−1

(
ε1/m

(
δ

ρ

)−2σ

+

(
ρ

λiR

)−2σ

+ ε

(
δ

ρ

)−mσ

+

(
ρ

λiR

)−mσ
)
dρ

≤ C(σ,m)

(
ε1/m

(
1

2σ
+

1

2σ

)
+ ε

(
1

mσ
+

1

mσ

))
≤ C(σ,m)ε1/m.

其中,我们依次用到了下列初等不等式

(a+ b)k ≤ 2k(ak + bk), ∀k ≥ 1,∀a, b > 0,∫ δ

λiR

ραdρ =
ρα+1

α + 1

∣∣∣∣δ
λiR

≤


δα+1

α+1
, α > −1,

− (λiR)α+1

α+1
, α < −1.

这就证明了

lim
δ→0

lim
R→+∞

lim
i→+∞

E(ui;Bδ \BλiR) = 0.

和调和映照的情形一样, 结合小能量正则性, 我们可以从能量等式的证明得

到 No Neck的证明.

推论 12.4 对上述多调和映照 {ui}成立 No Neck性质,即

lim
δ→0

lim
R→+∞

lim
i→+∞

osc(ui;Bδ \BλiR) = 0.

至此,我们已经将能量等式与 No Neck的证明转换为证明(12.25). 下面我们

进一步将(12.25)转化为

max
∂Bρ

ρl−1|∇l−1(ρ∇ui)| ≤ C(σ, l)ε1/2m

((
δ

ρ

)−σ

+

(
ρ

λiR

)−σ
)
.

135



第 12章 多调和映照的能量等式与 No Neck

为了说明它们是等价的,首先注意到按照定义,对向量值函数 u,

|∇lu| =

√√√√ K∑
k=1

∑
|α|=l

∣∣∣∣∂αuk∂xα

∣∣∣∣2 ∼ K∑
k=1

∑
|α|=l

∣∣∣∣∂αuk∂xα

∣∣∣∣ ,
其中 ∼表示可以相互控制. 特别地,对 v(x) = u(ρx),由于

∂αvk(x)

∂xα
= ρ|α|

∂αu

∂yα

∣∣∣∣
y=ρx

,

有

ρl|∇lu|(ρx) ∼
K∑
k=1

∑
|α|=l

∣∣∣∣∂αvk∂xα

∣∣∣∣ (x) ∼ |∇lv|(x).

因此

max
l=1,...,l0

max
∂Bρ

ρl|∇lu| = max
l=1,...,l0

max
∂B1

ρl|∇lu|(ρx) ∼ max
l=1,...,l0

max
∂B1

|∇lv|

max
l=1,...,l0

max
∂Bρ

ρl−1|∇l−1(ρ∇u)| = max
l=1,...,l0

max
∂B1

ρl−1|∇l−1(ρ∇u)|(ρx)

∼ max
l=1,...,l0

max
∂B1

|∇l−1(∇v)|

这就证明了等价性.

由能量的径向—切向分解 (参考第 12.2节),我们最终将能量等式与 No Neck

的证明归结为证明如下

断言 12.5 存在常数 σ > 0,使得对所有的 l ∈ N以及所有的 ρ ∈ (2λiR, δ/2),有

max
k=1,...,m(2m−1)

max
∂Bρ

ρl
∣∣∇l(Xkui)

∣∣ ≤ C(σ, l)ε1/(2m)

[(
δ

ρ

)−σ

+

(
ρ

λiR

)−σ
]

(12.26)

以及

max
∂Bρ

ρl
∣∣∇l(ρ∂rui)

∣∣ ≤ C(σ, l)ε1/(2m)

[(
δ

ρ

)−σ

+

(
ρ

λiR

)−σ
]
. (12.27)

12.5 切向能量的衰减估计

在本节,我们将证明(12.26). 基本的想法和双调和映照一样 (参考 [24]),主要

的区别在于多调和映照的三圈引理,这在第 10章已经证明 (参考引理 10.7).

回忆调和映照的 Neck分析中切向能量的衰减估计,我们首先将调和函数的

三圈引理推广到调和函数,而后证明了对逼近调和函数也有 Lp估计成立. 最后切

向能量的衰减估计可以通过三圈引理和 Lp 估计得到. 下面我们首先来看逼近多

调和映照的定义.
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12.5.1 逼近多调和函数与 Lp 估计

我们称一个函数 u ∈ C∞(Br2 \Br1 ,R),是一个 η-逼近多调和函数,如果

∆mu =
∑

||α|=2m

{(
Aα

0u+
a∑

i=1

Aα
i ∇kiu

)
−−
∫
∂Br

(
Aα

0u+
a∑

i=1

Aα
i ∇kiu

)}
,

其中 Aα
i 是光滑函数,而且对所有 x ∈ Br2 \Br1 有

|Aα
0 | ≤

η

|x|2m
, |Aα

i | ≤
η

|x|2m−ki
, i = 1, 2, . . . , a,

这里 ||α| = 2m 表示所有模长为 2m 的多重指标 α = (k1, k2, . . . , ka), ki > 0,

i = 1, 2, . . . , a,但除去 α = (2m).

下面,我们将证明 η-逼近调和函数的 Lp-估计.

引理 12.6 假设 u:B4 \B1 → R是一个 η-逼近多调和函数,而且∑
||α|=2m

α=(k1,...,ka)

a∑
i=0

∥Aα
i ∥∞;B4\B1 ≤ C,

则

∥u∥W 2m,p(B3\B2) ≤ C∥u∥p;B4\B1 .

证明 令 σ ∈ (1/2, 1)是一个固定的数,令 σ′ = (1 + σ)/2. 记 Aσ: = B3+σ \ B2−σ

而且 Aσ′ : = B3+σ′ \B2−σ′ . 取截断函数 ϕ ∈ C∞
0 (Aσ′),满足

ϕ|Aσ ≡ 1, |∇jϕ| ≤ C(1− σ)−j, j = 1, 2, . . . , 2m, ϕ(x) = ϕ(|x|).

由 u的是逼近调和函数所满足的方程容易得到 ϕu的方程

∆m(ϕu) = ϕ∆mu+
2m∑
i=1

∇iϕ#∇2m−ju

= ϕ
∑

||α|=2m

[(
Aα

0u+
a∑

i=1

Aα
i ∇kiu

)
−−
∫
∂Br

(
Aα

0u+
a∑

i=1

Aα
i ∇kiu

)]

+
2m∑
i=1

∇iϕ#∇2m−ju.

为了使用 Lp估计,我们注意到上式右边可以作如下估计:

∥∇iϕ#∇2m−iu∥p;Aσ′ ≤ C(1− σ)−i∥∇2m−iu∥p;Aσ′ .

如果令 k0 = 0,则对 i = 0, 1, . . . , a,

∥ϕAα
i ∇kiu∥p;Aσ′ ≤ C∥∇kiu∥p;Aσ′ ≤ C(1− σ)−(2m−ki)∥∇kiu∥p;Aσ′ .
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此外,由 Hölder不等式,∫
Aσ′

ϕp

(
−
∫
∂Br

Aα
i ∇kiu

)p

dx ≤
∫
Aσ′

ϕp

(
−
∫
∂Br

|Aα
i ∇kiu|p

)
dx

=

∫ 3+σ′

2−σ′
ϕp

∫
∂Br

|Aα
i ∇kiu|pdr

≤ ∥Aα
i ∇kiu∥pp;Aσ′ ≤ C(1− σ)−(2m−ki)∥∇kiu∥p;Aσ′ .

因此, Lp估计表明

∥ϕu∥W 2m,p(Aσ′ ) ≤
2m∑
i=1

C(1− σ)−i∥∇2m−iu∥p;Aσ′

+
2m−1∑
j=0

∑
||α|=2m

a∑
i=0;
ki=j

C(1− σ)−(2m−ki)∥∇kiu∥p;Aσ′

≤ C

2m∑
i=1

(1− σ)−i∥∇2m−iu∥p;Aσ′ .

现在,令

Ψj = sup
σ∈[1/2,1]

(1− σ)j∥∇ju∥p;Aσ , j = 0, 1, . . . , 2m

且注意到 1− σ = 2(1− σ′),我们有

Ψ2m ≤ C
2m−1∑
j=0

Ψj.

定理 12.1中断言的证明,可以得到对充分小的 ε

Ψj ≤ εΨ2m + Cε−j/(2m−j)Ψ0, j = 0, 1, . . . , 2m− 1,

因此 Ψ2m ≤ CΨ0.

现在,注意到

∥u∥pW 2m,p(B3\B2)
=

2m∑
j=0

∥∇ju∥pp;B3\B2
≤ 22mp

2m∑
j=0

(1− 1/2)pj∥∇ju∥pp;A1/2

≤ C(m, p)
m∑
j=0

Ψp
j ≤ C(m, p, ε)Ψ0 = C(m, p, ε)∥u∥p;B4\B1 .

两边同时开 p次方可得结论.

12.5.2 逼近多调和映照的三圈引理

下面,我们将利用上述 Lp估计得到逼近多调和映照的三圈引理.
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引理 12.7 存在常数 η0 > 0使得下面的结论成立. 对引理 10.7中给出的 L,假设

u是定义在 Pi: = Ai−1

∪
Ai

∪
Ai+1(i ∈ N任意)上的 η(η < η0)-逼近 m-多调和函

数,若 ∫
∂Br

u = 0, r ∈ [e−(i−2)L, e−(i+1)L],

则

(i) 当 Fi+1(u) ≤ e−LFi(u)时, Fi(u) ≤ e−LFi−1(u);

(ii) 当 Fi−1(u) ≤ e−LFi(u)时, Fi(u) ≤ e−LFi+1(u);

(iii) Fi(u) ≤ e−LFi−1(u)和 Fi(u) ≤ e−LFi+1(u)至少有一个成立.

这里 Fi(u)的定义如引理 10.7所示.

这里的证明和调和映照的情形 (参考引理 9.25)没有本质不同.

证明 首先对多调和函数来证明. 若

Fi+1(u) ≤ e−LFi(u),

则由引理 10.7得到

Fi(u) ≤
e−L

2
(Fi+1(u) + Fi−1(u)) ≤

e−L

2− e−2L
Fi−1(u) ≤ e−LFi−1(u).

完全类似证明第二种情形.

若

Fi(u) > e−LFi−1(u), Fi(u) > e−LFi+1(u),

则

Fi(u) >
e−L

2
(Fi−1(u) + Fi+1(u)) ,

这与引理 10.7矛盾.

下面用反证法来证明对逼近多调和映照仍然成立. 事实上,如若不然,则存在

ηk → 0以及 ηk 逼近多调和映照 uk 使得 (i)-(iii)之一不成立. 不失一般性,不妨假

设 (iii)不成立,则存在 ik ∈ N使得,

Fik(uk) > e−LFik−1(uk), Fik(uk) > e−LFik+1(uk).

注意尽管作为多调和映照, 它本身是有界的, 但是它对应的逼近调和映照却不一

定. 由逼近多调和函数的伸缩不变性 (按照定义即得),不妨假设 ik = 2,并将 uk正

则化,使得 F2(uk) = 1. 这样,我们知道 uk是定义在 P2 = A1 ∪A2 ∪A3上的 η0-逼

近多调和映照函数,即

∆muk =
∑

||α|=2m

{(
Aα

k0uk +
a∑

i=1

Aα
ki∇kiuk

)
−−
∫
∂Br

(
Aα

k0uk +
a∑

i=1

Aα
ki∇kiuk

)}
,
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且系数满足

|Aα
k0| ≤ e6mLηk, |Aα

ki| ≤ e6mLηk.

此外,由反设条件

∥uk∥22;P2
≤ e6mL (F2(uk) + F3(uk) + F1(uk))

≤ e6mL
(
2eL + 1

)
F2(uk)

≤ e6mL
(
2eL + 1

)
< +∞.

因此由引理 12.6,在子列意义下有

∆uk ⇀ ∆u ∈ L2(A2), ∇iuk → ∇iu ∈ L2(A2), ∀i = 0, 1, . . . , 2m− 1,

uk ⇀ u ∈ L2(P2).

由此,以及 uk 作为 ηk 逼近多调和函数所满足的条件,我们知道 u ∈ W 2m,2(A2)是

一个弱多调和函数. 由弱多调和函数的正则性 [10],我们知道 u是光滑的. 此外,

易见 ∫
S2m−1

u(r, θ)dθ = 0,∀r ∈
(
e−2L, e−L

)
.

因此,由引理 10.7(及其后的注记)知

2F2(u) < e−L (F1(u) + F3(u)) .

但是由 uk → u ∈ L2(A2)以及 uk ⇀ u ∈ L2(P2)知,上式和反设条件矛盾.

12.5.3 逼近多调和函数的构造

由 Ding-Tian假设,对任意的 ε > 0,存在 δ > 0充分小, R > 0充分大,使得当

i充分大时 ∫
B2ρ\Bρ

|∇mui|2 + |∇ui|2m < ε, ∀ρ ∈ (2λiR, δ/2).

不失一般性,我们假设

Σ:= Bδ \BλiR =

li∪
i=l0

Ai, Ai = Be−iL \Be−(i−1)L .

我们将证明当 Ding-Tian假设中的 ε充分小时, wi: = ui − −
∫
∂B|x|

ui 是一个逼近多

调和函数.

引理 12.8 假设 ui 是定义在 Σ 上的外 m-多调和映照, 则存在 ε1 > 0 使得如

果(12.23)中的 ε < ε1,则对引理 12.7中的 η0 > 0,则如上定义的 wi是 η0-逼近多调

和函数.
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证明 由多调和映照的欧拉-拉格朗日方程

∆mui =
∑

||α|=2m

aα(ui)∇k1ui#∇k2ui# · · ·#∇kaui,

其中 α = (k1, k2, . . . , ka), a ≥ 2, k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0且 2m =
∑a

i=1 ki. 从而

aα(ui)∇k1ui#∇k2ui# · · ·∇kaui − aα(u∗i )∇k1u∗i#∇k2u∗i# · · · ∇kau∗i

= (aα(ui)− aα(u∗i ))∇k1ui#∇k2ui# · · ·∇kaui

+
a∑

l=1

∇k1u∗i# · · ·#∇kl−1u∗i#∇kl(ui − u∗i )#∇kl+1ui# · · ·#∇kaui

= Aα
0 [ui](ui − u∗i ) +

a∑
l=1

Aα
l [ui]∇kl(ui − u∗i ),

其中

Aα
0 [ui] = a′α(v)∇k1ui#∇k2ui# · · ·#∇kaui, vi介于 ui与 u∗i 之间

Aα
l [ui] = aα(ui)∇k1u∗i# · · ·#∇kl−1u∗i#∇kl+1ui# · · ·#∇kaui.

(12.28)

因此, wi: = ui − u∗i = ui − −
∫
∂B|x|

u的方程是

∆mwi = ∆mwi −−
∫
∂B|x|

∆mwi

=
∑

||α=2m|

(
Aα

0 [ui]wi +
a∑

l=1

Aα
l [ui]∇klwi

)

−−
∫
∂B|x|

(
Aα

0 [ui]wi +
a∑

l=1

Aα
l [ui]∇klwi

)
.

对任何固定的 ρ ∈ (2λiR, δ/2),令 v(x) = ui(ρx),则对 v 在 B2 \ B1/2 上应用

小能量正则性定理 12.1,

max
∂Bρ

ρl|∇lui| ≤ Cε1/(2m), ∀l = 1, 2, . . . .

故

|Aα
0 [ui]| ≤ C|x|−2mεa/(2m) ≤ C

ε1/(2m)

|x|2m
,

|Aα
l [ui]| ≤ C|x|2m−klε(a−1)/(2m) ≤ C

ε1/(2m)

|x|2m−kl
,

可见对任意的 η0 > 0,存在 ε1 > 0,使得当 ε < ε1时,有

|Aα
0 [ui]| ≤

η0
|x|2m

, |Aα
l [ui]| ≤

η0
|x|2m−kl

.

这即表明 wi是 η0-逼近调和函数.
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结合逼近调和函数的三圈引理 (参考引理 12.7),我们容易得到如下

推论 12.9 对(12.23)中的 ε < ε1,其中 ε1 为上述中的常数. wi 作为 Σ上的函数,

当 i充分大时,

Fl(wi) ≤ Cε1/m
(
e−L(l−l0) + e−L(li−l)

)
,

其中 C 是一个不依赖于 i的常数.

证明 首先,由 Poincaré不等式以及(12.24),我们知道

Fl(wi) =

∫
Al

1

|x|2m
w2

i =

∫ e−(l−1)L

e−lL

∫
∂Bρ

ρ−2m|ui − u∗i |2

≤ C

∫ e−(l+1)L

e−lL

ρ−2m

∫
∂Bρ

ρ2|∇ui|2

≤ C

∫ e−(l+1)L

e−lL

ρ−2m|∂Bρ|ε1/m

≤ Cε1/m.

特别地,

Fl0(wi) ≤ Cε(1/m), Fli(wi) ≤ Cε1/m. (12.29)

现在对固定的 l ∈ {l0, l0 + 1, . . . , li}. 注意到当 ε < ε1 时,引理 12.8知 Wi 是

一个 η0逼近调和函数. 进而由引理 12.7(iii)知

Fl(wi) ≤ e−LFl+1(wi)或者Fl(wi) ≤ e−LFl−1(wi).

如果是第一种情形,则我们由引理 12.7(ii)不断迭代知

Fl′(wi) ≤ e−LFl′+1(wi), l′ = l, l + 1, . . . , li − 1.

从而结合(12.29),

Fl(wi) ≤ e−(li−l)LFli(wi) ≤ Cε1/me−(li−l)L.

可见结论成立. 完全类似的证明第二种情形.

12.5.4 切向能量衰减的证明

至此,我们已经准备好切向能量的衰减证明. 在如下引理中,注意到我们可以

估计任意阶导数,从而结果是 [24, Lemma 4.3]的一个改进.

引理 12.10 断言 12.5中的(12.26)对 σ = 1/2成立.
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证明 对任何 ρ = et ∈ [2λiR, δ/2],推论 12.9表明∫ Bρ/2

B2ρ

w2
i

|x|2m
≤ Cε1/m

(
e−(t−log λiR) + e−(log δ−t)

)
.

回忆由引理 12.8, wi 是一个 η0-逼近调和函数. 而引理 12.6表明 wi 具有 Lp-估计.

因此

max
k=1,...,m(2m−1)

max
B3ρ/2\B2ρ/3

|Xkui| ≤ Cε1/(2m)
(
e−

1
2
(t−log(λiR)) + e−

1
2
(log δ−t)

)
.

其中 Xk 是第 12.2 节中的 Killing 向量场. 所有的高阶估计可利用引理 12.2 中

(12.21)给出.

12.6 径向能量的衰减估计

对固定的 t0 ∈ [log λiR, δ]以及 t ∈ [1,min {t0 − log λiR, log δ − t0} − 1],令

F (t) =

∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

m∑
n=1

(n− 1/2)(−1)m−na2n,0|∂nt ui|2dθdt.

将(11.10)在 (t0 − t, t0 + t)上积分得到

F (t) =

∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

(−1)mΘ− ∂t
m∑

n=1

n−1∑
k=1

n−k∑
l=1

(−1)m+k+la2n,0∂
k+l−1
t ui∂

2n−k−l
t ui

≤
∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

|Θ|+
m∑

n=1

n−1∑
k=1

n−k∑
l=1

∫
S2m−1×{t0−t,t0+t}

|a2n,0∂k+l−1
t ui∂

2n−k−l
t ui|.

由于 ∂tui = ρ∂ρui满足其次椭圆方程组(12.22),而且其系数都是有控制的,我们得

到

|∂k+l−1
t ui∂

2n−k−l
t ui|S2m−1×{t} ≤ C∥∂tui∥22;S2m−1×[t−1,t+1], (12.30)

这里 k + l − 1 ≥ 1, 2n− k − l ≥ 1. 因此由(12.30)知,

F (t) ≤
∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

|Θ|+ C

(∫ t0−t+1

t0−t−1

∫
S2m−1

+

∫ t0+t+1

t0+t−1

∫
S2m−1

)
|∂tui|2

≤
∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

|Θ|+ C

(∫ t0+t+1

t0−t−1

∫
S2m−1

−
∫ t0+t−1

t0−t+1

∫
S2m−1

)
|∂tui|2

≤
∫ t0+t

t0−t

∫
S2m−1

|Θ|+ C (F (t+ 1)− F (t− 1)) .

(12.31)

这就是我们说的关于径向能量的差分不等式. 我们将看到(12.31)可导出 F (t)的

指数衰减,只要 (t0 − t, t0 + t) ⊂ (log(λiR), log δ).
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引理 12.11 令 t0, F (t)如上,则我们有

F (1) ≤ Cε1/m
(
e−σ̃(log δ−t0) + e−σ̃(t0−log λiR)

)
, (12.32)

其中 C, σ̃是两个不依赖于 ui与 ε(参考 (12.23))的常数.

证明 为了简单起见,我们不妨设 min {log δ − t0, t0 − log λiR}是一个整数,并将

其记为 n0. 令 Fn: = F (n), n = 0, 1, . . . , n0以及

Θn: =
1

C

∫ t0+n

t0−n

∫
S2m−1

|Θ|,

则(12.31)变成

Fn ≤ C(Θn + Fn+1 − Fn−1).

注意到,由(12.16)知,

∇S2m−1ui = ρ∇∂Bρui =

m(2m−1)∑
k=1

(Xkui)
Yk
ρ
.

以及对任何函数 w,有

|∂pt∇
q
S2m−1w| ≤ C max

l=1,...,p+q
|ρl∇lw|.

因此,由(12.26)以及(12.17)知

|Θ| ≤ C(σ,m)ε1/m
(
e−σ(log δ−t) + e−σ(t−log λiR)

)
, (12.33)

这里 σ为(12.26)中的常数,而 l ∈ N是任意的.

将(12.33)在 (t0 − n, t0 + n)上积分,我们得到

Θn ≤ Cε1/meσn
(
e−σ(log δ−t0) + e−σ(t0−log λiR)

)
. (12.34)

为了导出 Fn 所满足的差分不等式, 我们首先注意到以下一般事实. 假设

{Fn}, {Θn}满足

Fn+1 − (λ1 + λ2)Fn + λ1λ2Fn−1 +Θn ≥ 0, F0 = 0 = Θ0, ∀n ≥ 0,

则我们有

Fn+1 ≥ F1

n∑
l=0

λn−l
1 λl2 −

n∑
l=1

l∑
k=1

Θkλ
n−l
1 λl−k

2 . (12.35)

事实上,如果我们令 Qn = Fn − λ1Fn−1, n ≥ 1,则 Qn+1 − λ2Qn ≥ −Θn且

n+1∑
k=2

(Qk − λ2Qk−1)λ
n−k+1
2 ≥

n+1∑
k=2

−Θk−1λ
n−k+1
2 ,
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这表明

Qn+1 ≥ λn2Q1 −
n∑

k=1

Θkλ
n−k
2 .

完全类似地,令 −Θ̃n = λn2Q1 −
∑n

k=1 Θkλ
n−k
2 ,则 Fn+1 − λ1Fn = Qn+1 ≥ −Θ̃n,而

且

Fn+1 ≥ λn1F1 −
n∑

l=1

Θlλ
n−l
1 = λn1F1 +

n∑
l=1

(
λl2Q1 −

l∑
k=1

Θkλ
l−k
2

)
λn−l
1

= F1

n∑
l=0

λn−l
1 λl2 −

n∑
l=1

l∑
k=1

Θkλ
n−l
1 λl−k

2 ,

其中,我们利用了 F0 = 0,从而 Q1 = F1.

回到我们的情形, λ1+λ2 = 1/C, λ1λ2 = −1. 且不失一般性,假设λ1 > 0 > λ2.

由归纳法,容易证明如下的不等式,
n∑

l=0

λn−l
1 λl2 =

λn+1
1 − λn+1

2

λ1 − λ2
≥ e

n+1
3C

−C (12.36)

以及

n∑
l=1

l∑
k=1

Θkλ
n−l
1 λl−k

2 =
n∑

k=1

Θkλ
n
1λ

−k
2

n∑
l=k

(λ2/λ1)
l

=
n∑

k=1

Θk
λn+1−k
1 − λn+1−k

2

λ1 − λ2
≤

n∑
k=1

Θke
n+1−k

2C .

(12.37)

事实上,对 n = 1,我们注意到对充分大的 C,成立

λn+1
1 − λn+1

2

λ1 − λ2
= λ1 + λ2 =

1

C
≥ e

2
3C

−C .

假设不等式(12.36)对 n− 1成立,则对 n,

λn+1
1 − λn+1

2

λ1 − λ2
≥ λ1λ

n
1 − λ−1

1 λ−n
1

λ1 − λ2
≥ λ1

λn1 − λ−n
1

λ1 − λ2
≥ elog λ1− 1

3C
+n+1

3C
−C ≥ e

n+1
3C

−C ,

这是因为对充分大的 C, log λ1 − 1
3C
≥ log

(
1 + 1

2C

)
− 1

3C
≥ 0.

为了证明(12.37)对所有的 n ≥ 1成立,首先注意到

λn1 − λn2
λ1 − λ2

≤ λn1 + λ−n
1

λ1 − λ2
.

对 n = 1,
λn1 + λ−n

1

λ1 − λ2
=

1

C
√
4 + 1

C2

≤ 1 ≤ e
1
2C .

假设
λn1 + λ−n

1

λ1 − λ2
≤ e

n
2C ,
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则对 n+ 1,

λn+1
1 + λ

−(n+1)
1

λ1 − λ2
=
λ1λ

n
1 + λ−1

1 λ−n
1

λ1 − λ2
≤ λ1

λn1 + λ−n
1

λ1 − λ2
≤ elog λ1− 1

2C
+n+1

2C ≤ e
n+1
2C ,

这是因为

log λ1 −
1

2C
= log

(
1

2C
+

√
1 +

1

4C2

)
− 1

2C
∼ − 1

48C3
+ o(C−4),

由此可知 log λ1 − 1/(2C) ≤ 0对充分大的 C 成立.

(12.35), (12.36)以及(12.37)表明

F1 ≤ eC−n+1
3C Fn+1 +

n∑
k=1

Θke
C+n+1

6C
− k

2C . (12.38)

而由(12.24),我们知道对任意的 l ∈ N,

max
S2m−1

|∂ltu| ≤ max
∂Bρ

ρl|∇lu| ≤ Cε1/m, ∀t ∈ (log λiR, log δ).

因此,将(11.10)在 [t0 − n, t0 + n]积分,得到

Fn+1 ≤ Cε1/m. (12.39)

利用(12.34)和(12.39),由(12.38)知,

F1 ≤ Cε1/me−
n
3C + Cε1/m

(
e−σ(log δ−t0) + e−σ(t0−log(λR))

)
e(σ−

1
3C )n

≤ Cε1/me−
n
3C ≤ Cε1/m

(
e−

log δ−t0
3C + e−

t0−log(λR)
3C

)
,

这正是(12.32).
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水平分布, 18

分次代数导数, 23

向量

水平提升向量, 18

向量丛

G-向量丛, 15

共变外微分, 25

共变微分, 24

度量

整体内积, 26

向量场

基本向量场, 20

水平向量场, 18

多调和

三圈性质, 77

外m-多调和能量, 75

外多调和映照, 75

多调和函数

逼近多调和函数, 137

多重指标, 126

模长, 126

长度, 126

奇异时刻, 53

奇点, 53

奇点可去, 51

左Maurer-Cartan形式, 22

平行移动, 19

主平行移动, 21

广义解, 5

抛物距离, 32

映照

σ-逼近, 5

Bubble映照, 95

Neck映照, 95

基映照, 94, 95

淹没, 14

锥延拓, 94, 95

曲线

提升曲线, 18

水平提升曲线, 18

水平曲线, 18

标架丛, 16

正则性

小能量

抛物, 45

椭圆, 54

正则点, 53

法部消失性质, 39

爆破

缩放因子, 90

重心, 90

爆破序列, 83

严格偏序, 84

在...上面, 84

本质不同, 83

本质相同, 83

爆破点, 88

联络

G等变, 20

主联络, 20, 21

度量相容, 26

曲率, 17

李代数值的联络 1-形式, 20

线性联络, 24
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联络 1-形式, 17

能量

切向分量, 133

法向分量, 133

能量不等式, 5

局部, 43

逆向, 43

能量集中点, 53

自反的, 28, 32

自相关

Ra自相关, 20

规范变换, 16

规范变换群, 16

调和映照

η-逼近调和映照, 99

重整化常数, 90

零阶相容性, 4
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