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第一类与第二类曲线积分的概念
我们将平面上的第一类曲线积分和第二类曲线积分分别记作

I1 =

∫
γ

f(x, y)ds, I2 =

∫
ÃB

F⃗ (x, y) · ds⃗,

其中, f(x, y)是一个函数, ds为 γ 的弧长微元;而
F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)),而 ds⃗为有向弧长微元,其大小为 ds,
而方向为单位切方向.
▶ 第一类曲线积分的物理意义是计算密度为 f(x, y)的平面曲
线 γ 的质量;而第二类曲线积分的物理意义是平面上一物体
受到力 F⃗ (x, y)的作用,沿着有向弧 ĂB 移动所做的功;

▶ 两类曲线积分的计算都是参数化,然后 “换元”. 计算第二类
曲线积分时需要注意参数增加的方向要与曲线的定向一致
否则要添加一个负号.



两类曲线积分的计算公式
为了计算第一类曲线积分,我们将 γ 参数化为 γ(t) = (x(t), y(t),
t ∈ [a, b],则 ds = |γ′(t)|dt =

√
x′(t)2 + y′(t)2dt,从而 “换元”得到

I1 =

∫
γ

f(x, y)ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t))
√
x′(t)2 + y′(t)2dt.

完全类似地,为了计算第二类曲线积分,我们将 ĂB 参数化为
γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [c, d] (这里 γ(c) = A, γ(d) = B),则
ds⃗ = |ds|dt · γ′(t)

|γ′(t)| = γ′(t)dt = (x′(t), y′(t))dt,从而 “换元”得到

I2 =

∫
ÃB

F⃗ (x, y) · ds⃗ =
∫ d

c

F⃗ (x(t), y(t)) · γ′(t)dt.



两类曲线积分的计算公式续

注意到, ds⃗ = (x′(t), y′(t))dt = (dx, dy),从而

I2 =

∫ d

c

F⃗ (x(t), y(t))·(x′(t), y′(t))dt =
∫
ÃB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

这正是两类曲线积分的联系.



两类曲线积分的计算公式续
特别地,当 γ 或者有向弧 ĂB 可视为函数 y = g(x), x ∈ [α, β]的
图像时,则此时曲线可参数化为 γ(t) = (t, g(t)), t ∈ [α, β],从而第
一类曲线积分的计算公式变成

I1 =

∫ β

α

f(t, g(t))
√

1 + g′(t)2dt;

第二类曲面积分的计算公式变为

I2 =

∫ β

α

F⃗ (t, g(t)) · (1, g′(t))dt.



计算第一类曲线积分的例子

例子 1. 假设 γ 是椭圆周 x2

a2 +
y2

b2 = 1位于第一象限的部分,求

I1 =

∫
γ

xyds.



计算第一类曲线积分的例子续
分析: 所求积分为第一类曲线积分,我们只需适当参数化 γ 即可.
▶ 法一: 将 γ 参数化为 γ(t) = (a cos t, b sin t), 0 ≤ t ≤ π/2. 则

I1 =

∫ π/2

0

ab cos t sin t
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt = ab(a2 + ab+ b2)

3(a+ b)
.

▶ 法二: 将 γ 视作函数 y = b
a

√
a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a,的图像. 则

I1 =

∫ a

0

x
b

a

√
a2 − x2 · 1

a

√
a4 + (b2 − a2)x2

a2 − x2
dx.

作业: 完成上述计算.



计算第二类曲线积分的例子

O
y

z

x

A

B

C

例子 2. 如图所示,假设曲线 γ 为球面在第一象限部分的边界曲
线,且从球面的外法向去看,定向为逆时针. 试求曲线积分

I2 =

∮
γ

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz.



计算第二类曲线积分的例子续
分析: 所求积分为第二类曲线积分. 注意到将 x, y, z轮换,我们得
到 ĂB 变成 B̆C ,与 C̆A,且被积表达式也不变,从而

I2 = 3

∮
ÃB

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz.

而有向弧 ĂB 可参数化为 γ(t) = (cos t, sin t, 0), 0 ≤ t ≤ π/2. 从
而

I2 = 3

∫
ÃB

(
y2dx− x2dy

)
= 3

∫ π/2

0

(
sin2 t(− sin t)− cos2 t cos t

)
dt = −4.



Green公式
Green公式联系了平面有界闭区域上的二重积分与该区域的边
界曲线的第二类曲线积分. 具体而言,假设平面闭区域 D的边界
曲线是逐段光滑的,且函数 F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))在 D上
有连续的一阶偏导数. 则有 Green公式:∫

∂D

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

具体应用时注意以下几点:
▶ D连通但不一定单连通;
▶ ∂D的定向为沿着正方向走,区域位于左手边;
▶ P , Q要求在闭区域上的偏导数都连续,即在 D上 (包括边
界)都没有奇点.



计算平面曲线围成的面积
假设平面简单 (即没有自交点)闭曲线 γ 围成的区域为 D,则 D
的面积可以计算为 (分别取特殊的 P , Q):

|D| =
∫
D

dxdy

=
1

2

∮
∂D

xdy − ydx

=

∮
∂D

xdy

= −
∮
∂D

ydx.



利用 Green公式求平面图形的面积

O
x

y

例子 3. 求星形曲线 γ(t) = (a cos3 t, a sin3(t)), a > 0, t ∈ [0, 2π],
所围成的图形的面积.



利用 Green公式求平面图形的面积续

分析: 尝试发现,采用如下公式较为方便:

|D| = 1

2

∮
γ

xdy − ydx

=
1

2

∫ 2π

0

(
a cos3 t · 3a sin2 t · cos t− a sin3 t · 3a cos2 t(− sin t)

)
dt

=
3

2
a2
∫ 2π

0

sin2 t cos2 tdt = 3

8
πa2.



利用 Green公式求第二类曲线积分: 添加辅助曲
线

例子 4 (p. 208: 例子 10.19改编). 假设 γ 为从点 A = (a, 0)
到点 O(0, 0)的上半圆周: x2 + y2 = ax, a > 0, y ≥ 0. 试求积分

I =

∫
γ

((ex sin y −m(x+ y)) dx+ (ex cos y −mx) dy) ,

其中m为常数.



利用 Green公式求第二类曲线积分: 添加辅助曲
线续

分析: 由于 γ 不是闭曲线,我们通过添加直径使得其变成闭曲线.
然后利用 Green公式将该闭曲线上的第二类曲面积分化成二重
积分.
具体过程留作习题.



利用 Green公式求第二类曲线积分: 添加辅助曲
线续
另一种类型是在应用 Green公式时,函数 P , Q的一阶偏导数在
D上不是连续的. 此时我们需要在 “挖掉奇点”的区域上应用
Green公式.

例子 5. 假设平面曲线 γ 为包含点 P (1, 0)的简单闭曲线且取逆
时针方向为正定向,试求积分

I =

∮
γ

(x− 1)dy − ydx

(x− 1)2 + y2
.



利用 Green公式求第二类曲线积分: 添加辅助曲
线续
分析: 注意到

∂P

∂y
=

y2 − (x− 1)2

[(x− 1)2 + y2]2
=

∂Q

∂x
.

但此时,由于点 A包含在曲线 γ 围成的区域 D中,且是上述一阶
偏导数的奇点. 从而我们不能直接应用 Green公式. 为此,作辅助
曲线 γ1(t) = (1 + ϵ cos t, ϵ sin t), 0 ≤ t ≤ 2π,即为以点 A为心,半
径为 ϵ的圆周. 则我们可在 γ ⊔ γ−

1 围成的区域 D̃上应用 Green
公式得到∮

γ⊔γ−
1

(x− 1)dy − ydx

(x− 1)2 + y2
=

∫∫
D̃

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.



利用 Green公式求第二类曲线积分: 添加辅助曲
线续

从而 (注意定向)

I =

∮
γ1

(x− 1)dy − ydx

(x− 1)2 + y2
=

∫ 2π

0

ϵ2 cos2 t− ϵ2 sin t · (− sin t)
ϵ2

dt = 2π.



第二类曲线积分与路径无关
作为 Green公式的另一个应用,我们知道当在平面

:::
单

:::
连

::
通区域 D

中,若 P , Q在 D上具有连续的一阶偏导数且
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
, ∀(x, y) ∈ D,

则沿着 D中任何闭曲线 (想一想为什么不要求简单?)γ 我们都有

0 =

∮
γ

Pdx+Qdy.

这等价于说,在 D上,第二类曲线积分∮
γ

Pdx+Qdy

与 D中道路 γ 的选择无关.



利用曲线积分的道路无关性计算积分

正因为有上述定理,我们可以在计算第二类曲线积分时适当的选
择道路,使得积分变得简单. 一般而言我们选择平行于坐标轴的
道路较为方便.

例子 6. 假设 γ 是从 A(1, 2)到 B(2, 1)且与 Ox轴不相交的逐段
光滑曲线,求积分

I =

∫ (2,1)

(1,2)

ydx− xdy

y2
.



利用曲线积分的道路无关性计算积分续
容易验证:

∂Q

∂x
= − 1

y2
=

∂P

∂y
,

从而在上半平面上满足积分区域与路径无关的条件. 故可选择平
行于坐标轴的路径来计算积分

I =

∫ 2

1

1/y|y=2dx+

∫ 1

2

−x/y2|x=2dy =
1

2
+ 1 =

3

2
.

作业: 请另选一条路径来计算上述积分.



非单连通区域上第二类曲线积分与道路无关性
前面关于第二类曲线积分与道路选择无关的讨论,我们知道当

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
, ∀(x, y) ∈ D

成立时,要求 D是一个单连通区域才有第二类曲线积分∫ B

A

Pdx+Qdy (1.1)

与道路选择无关. 而对于含有奇点的区域,这时我们只能在挖掉
奇点的区域上验证条件

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
, ∀(x, y) ∈ D \ P0, (1.2)



非单连通区域上第二类曲线积分与道路无关性续
这里 P0是 P , Q的一阶偏导数不连续的点. 那么(1.2)成立时,我
们是否还成立:在这个非单连通区域 D \ P0上积分(1.1)与道路无
关呢?
答案是否定的. 因为我们知道第二类曲线积分(1.1)与道路无关当
且仅当沿着区域中的任意闭曲线有

0 =

∮
γ

Pdx+Qdy.

而利用 Py = Qx,我们可在 D \Bδ(P0)上应用 Green公式知

0 =

∮
γ⊔∂Bδ(P0)

Pdx+Qdy.



非单连通区域上第二类曲线积分与道路无关性续

可见要使第二类曲线积分(1.1)与路径选择无关,当且仅当要求沿
着奇点 P0的小圆周上的积分等于零,即

0 =

∮
∂Bδ(P0)

Pdx+Qdy = 0.



非单连通区域上第二类曲线积分与道路无关性续
定理 1.1. 假设一次微分式 Pdx+Qdy在区域 D̃: = D \ {Pi}ni=1

上满足

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
,

则第二类曲线积分
∫
γ Pdx+Qdy与 D̃中的路径选择无关,当

且仅当

0 =

∮
∂Bδ(Pi)

Pdx+Qdy, i = 1, 2, . . . , n.

即它在绕着每个奇点的小圆周上的积分都等于零.



非单连通区域上第二类曲线积分与路径无关的判
断

例子 7. 判断曲线积分

I =

∫
γ

xdx+ ydy

(x2 + y2)3/2
,

在下列区域上是否与路径的选择有关?
1. D1 : y > 0;
2. D2 : x

2 + y2 > 0.



非单连通区域上第二类曲线积分与路径无关的判
断续
分析: 第一个区域时上半平面为单连通区域且不包含奇点 (一阶
偏导数不连续的点),从而可以直接利用 Qx = Py 来判断;容
易求得

∂Q

∂x
= −3xy

r
=

∂P

∂y
, r =

√
x2 + y2.

从而在 D1内部积分 I 与路径无关.
对于第二个,由于 D2等于全平面挖掉原点 O(0, 0),根据上面的
讨论,只需验证 (因为明显 Py = Qx在 D2上成立):∮

∂Bδ(O)

Pdx+Qdy
?
= 0.



非单连通区域上第二类曲线积分与路径无关的判
断续

注意到, ∮
∂Bδ(O)

Pdx+Qdy =
1

δ3

∫
x2+y2=δ2

xdx+ ydy = 0.

其中,最后一个等号我们利用了 Green公式. 因此,此时在 D2内,
积分 I 也与路径的选择无关.



一次微分式的原函数存在性
回忆,我们称 u = u(x, y)为一次微分式 Pdx+Qdy在区域 D上
的原函数,如果

du = Pdx+Qdy ⇐⇒ ux = P, uy = Q, ∀(x, y) ∈ D.

如果 P , Q在 D上具有一阶连续的偏导数,则 u的二阶混合偏导
数连续,从而相等,即

Qx = uyx = uxy = Py, ∀(x, y) ∈ D.

可见, Qx = Py 在 D上成立是当 P , Q在 D上具有连续的一阶偏
导数时一次微分式 Pdx+Qdy存在原函数的

:::
必

::
要

:::
条

:::
件.



一次微分式的原函数存在性续
根据书上的定理的证明过程,我们知道有如下的

:::
充

:::
要

:::
条

::
件: 假设

P , Q在 D(不一定单连通)上具有连续的一阶偏导数,则下列条件
之一成立当且仅当 Pdx+Qdy在 D上存在原函数.
▶ 第二类曲线积分

∫
γ Pdx+Qdy与 D中的道路 γ 选择无关

(此时 u(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
Pdx+Qdy + C),注意此时不要求区

域 D的
::
单

:::
连

:::
通

:::
性;

特别地,当 D = D1 \ {Pi}ni=1时,其中 D1是单连通区域,当
且仅当

0 =

∮
∂Bδ(Pi)

Pdx+Qdy, i = 1, 2, . . . , n.

▶ 若 D还是单连通区域,且 ∂Q
∂x = ∂P

∂y 在 D上处处成立;



计算一次微分式的原函数
常见的计算一次微分式的原函数的方法有如下三种:
▶ 特殊路径法: 当

∫
γ Pdx+Qdy与路径选择无关时 (例如: 平

面单连通区域 D上的一次微分式 Pdx+Qdy满足, P , Q在
D上具有连续的一阶偏导数,且 ∂P

∂x = ∂P
∂y , ∀(x, y) ∈ D),则

该一次微分式存在原函数,即存在 D上的可微函数
u = u(x, y),使得

du = uxdx+ uydy = Pdx+Qdy, ∀(x, y) ∈ D.

而且,由于此时积分与路径无关,我们知道

u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

Pdx+Qdy,



计算一次微分式的原函数续
就是一个原函数. 我们通常取特殊路径来计算上述积分:

u(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy;

u(x, y) =

∫ y

y0

Q(x0, y)dy +

∫ x

x0

P (x, y)dx.

▶ 不定积分法: 注意到按照原函数的定义,我们有

∂u

∂x
= P (x, y),

∂u

∂y
= Q(x, y),



计算一次微分式的原函数续
因此,我们可首先对上述微分式之一对 x(或者 y)两边同时
求不定积分,得到

u(x, y) =

∫
P (x, y)dx+ ϕ(y) = Φ(x, y) + ϕ(y).

然后,再次利用另一个方程得到

∂(Φ(x, y) + ϕ(y))

∂y
= Q(x, y),

由此得到 ϕ′(y),再次积分得到原函数.



计算一次微分式的原函数续

▶ 凑微分法: 对于特殊的一次微分式,即满足

∂Q

∂x
=

∂P

∂y
.

我们可将 Pdx+Qdy凑成 dF (x, y),则此时所求的原函数
全体为

u(x, y) = F (x, y) + C.



计算一次微分式的原函数续
▶ 积分因子法: 有时,所给的一次微分式并不能直接凑成全微
分的形式. 但可以通过同时乘以一个函数 µ(x, y),使得

µPdx+ µQdy

是一个可以凑成全微分的一次微分式. 我们称 µ为积分因
子. 寻找积分因子的方法是通过观察方程

∂(µQ)

∂x
=

∂(µP )

∂y
.



讨论原函数的存在性并求原函数

例子 8. 讨论是否存在常数 n,使得

(x− y)dx+ (x+ y)dy

(x2 + y2)n
,

在下列区域上存在原函数;若存在,求出一个原函数.
1. D1 : x > 0;
2. D2 : x

2 + y2 > 0



讨论原函数的存在性并求原函数续
分析由于区域 D1, D2都不含有 P = x−y

(x2+y2)n , Q = x+y
(x2+y2)n 的奇

点,从而存在原函数的必要条件告诉我们必有

−(x2 + y2)n − 2ny(x2 + y2)n−1(x− y)

(x2 + y2)2n
= Py

= Qx =
(x2 + y2)n − 2nx(x2 + y2)n−1(x+ y)

(x2 + y2)2n
,

移项后容易知道当且仅当 n = 1.
对 D1由于是单连通区域,故 Py = Qx表明此时存在原函数.
而对 D2由于不是单连通区域, Py = Qx成立并不能说明原函数
的存在性. 我们可以通过判断第二类曲线积分是否与路径有关来



讨论原函数的存在性并求原函数续

判断原函数的存在性. 注意到,沿着奇点 O(0, 0),令
r =

√
x2 + y2,则积分∮
∂Bδ

Pdx+Qdy =
1

δ2

∫
∂Bδ)

(x− y)dx+ (x+ y)dy

=
1

δ2

∫
x2+y2≤δ2

(1 + 1)dxdy = 2π ̸= 0,

这里我们规定 ∂Bδ 为逆时针为正定向,并利用了 Green公式. 可
见在 D2上并不满足积分与路径无关,从而不存在原函数.



讨论原函数的存在性并求原函数续
我们在 D1上来求原函数 u.
▶ 道路积分法: 我们取 A(0, 1)(想一想为什么不取 A(1, 0)?)为
起点且在 D1中的道路来计算原函数:

u(x, y) =

∫ (x,y)

(0,1)

(x− y)dx+ (x+ y)dy

x2 + y2

=

∫ x

0

x− y

x2 + y2
|y=1dx+

∫ y

1

x+ y

x2 + y2
dy

=

∫ x

0

x− 1

x2 + 1
dx+

∫ y

1

x+ y

x2 + y2
dy

=
1

2
ln(x2 + y2) + arctan(y/x).



讨论原函数的存在性并求原函数续
▶ 凑微分: 注意到

(x− y)dx+ (x+ y)dy

x2 + y2
=

xdx+ ydy

x2 + y2
+

−ydx+ xdy

x2 + y2

=
1

2

d
(
x2 + y2

)
x2 + y2

+
−ydx+ xdy

x2 + y2
,

现在注意到 d(x/y) = ydx−xdy
y2 ,从而

−ydx+ xdy

x2 + y2
= − 1

1 + (x/y)2
d(x/y) = arctan(y/x)− π/2.

这里我们用了恒等式 arctanx+ arctan 1/x = π/2. 故

u(x, y) = ln
√

x2 + y2 + arctan(y/x) + C.



讨论原函数的存在性并求原函数续
▶ 不定积分法: 注意到

ux = P =
x− y

x2 + y2
,

两边同时对 x积分得到

u =

∫
x− y

x2 + y2
dx =

1

2

∫
d(x2 + y2)

x2 + y2
− d(x/y)

1 + (x/y)2

= ln
√

x2 + y2 − arctan(x/y) + ϕ(y).

因此再利用 uy = Q得到
x+ y

x2 + y2
= uy + ϕ′(y) =

x+ y

x2 + y2
+ ϕ′(y) =⇒ ϕ′(y) = 0,

从而 ϕ = C . 故所求的原函数可表示为
u = ln

√
x2 + y2 − arctan(x/y) + C.



求解一次微分方程

我们知道,如果 Pdx+Qdy在区域 D上存在原函数,即
du = Pdx+Qdy,因此 Pdx+Qdy = 0在区域 D上的通解就是

du = 0 ⇐⇒ u = C.

可见,求原函数和解一次微分方程的步骤是完全类似的. 我们这
里仅举一个利用积分因子求解微分方程的例子,更多练习请参考
p. 234: 26.



求解一次微分方程续

例子 9 (p. 234: 26(4)). 求解微分方程

(y + 2xy2)dx+ (x− 2x2y)dy = 0.



求解一次微分方程续
分析: 容易看出

1 + 4xy = Py ̸= Qx = 1− 4xy.

从而不能直接用凑微分或者道路积分以及不定积分的方法. 我们
这里采用积分因子法: 假设有积分因子 µ,则

(µP )y = (µQ)x =⇒ µyP − µxQ = µ(Qx − Py),

即

µyy − µxx+ 2xy(µyy + µxx) = −8xy.



求解一次微分方程续
通过观察,我们尝试

µyy = µxx = −2µ.

有第一个等号知 x, y是对称的,故尝试 µ = (xy)k,从而

µyy = µxx = kxkyk = −2µ =⇒ k = −2.

从而我们找到了积分因子 µ = 1
x2y2 . 接下来可以用凑微分得到

µ(Pdx+Qdy) =
1

(xy)2
d(xy) +

2(ydx− xdy)

xy

= −d

(
1

xy

)
+ 2d(x/y)/(x/y)

= d
(
ln(x/y)2 − (xy)−1

)
.



求解一次微分方程续

故原微分方程的通解为

2 ln x

y
− 1

xy
= C.



两类曲面积分的概念与计算

第一类和第二类曲面积分分别记作

II1 =

∫∫
Σ

f(x, y, z)dS, II2 =

∫∫
Σ

F⃗ · dS⃗,

其中 dS 是曲面 Σ的面积微元;
F⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z));而 dS⃗ 为有向面积微元,其
大小为 dS,方向为单位法向 (要求定向与 Σ的定向一致).
▶ 第一类曲面积分的物理意义是计算密度为 f(x, y, z)的空间
曲面 Σ的质量;而第二类曲面积分的物理意义是单位时间内
速度为 F⃗ 的空间向量场流过定向曲面 Σ的流量;



两类曲面积分的概念与计算续
▶ 两类曲面积分的计算方法都是参数化,然后 “换元”. 计算第
二类曲面积分时需要注意参数化的法方向 ru × rv 要与曲面
的定向一致.

假设 Σ可参数化为 r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ D,
则

dS = |ru × rv|dudv.

而

dS⃗ = |ru × rv|dudv
ru × rv
|ru × rv|

= ru × rvdudv.



两类曲面积分的概念与计算续
于是

II1 =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))|ru × rv|dudv.

而

II2 =

∫∫
D

(P (u, v), Q(u, v), R(u, v)) · ru × rvdudv.

通过外微分运算,我们可以知道

II2 =

∫∫
Σ

F⃗ · S⃗ =

∫∫
Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy.



计算第一类曲面积分

例子 10. 计算曲面积分

II =

∫∫
Σ

dS

(1 + x+ y + z)2

其中 Σ为平面 x+ y + z = 1与三个坐标面围成的四面体的表面.



计算第一类曲面积分续

分析: 明显在每个坐标面上,由于被积函数和区域的对称性知积
分是一样的. 故我们只需计算 Oxy面上的表面 Σ1以及第一象限
的表面 Σ4. 参数化

Σ1 : r(x, y) = (x, y, 0), (x, y) ∈ Σ1;

Σ4 : r(x, y) = (x, y, 1− x− y), (x, y) ∈ Σ1.

因此

dS1 = dxdy, dS4 =
√
3dxdy.



计算第一类曲面积分续

从而

II = 3

∫∫
Σ1

1

(1 + x+ y)2
dxdy +

∫∫
Σ1

√
3

1

(1 + 1)2
dxdy

= 3

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

1

(1 + x+ y)2
dxdy +

√
3

4

∫∫
Σ1

dxdy

= 3(−1/2 + ln 2) +
√
3

8
.



计算第二类曲面积分

例子 11. 求曲面积分

II =

∫∫
Σ

yzdydz + xzdzdx+ xydxdy,

其中 Σ为平面 x+ y + z = 1,与坐标面围成的四面体的外侧.



计算第二类曲面积分续
分析: 由对称性知,只需计算 Oxy平面上的表面 Σ1与第一象限
的表面 Σ4. 它们的参数化如上题.

Σ1 : r(x, y) = (x, y, 0), (x, y) ∈ Σ1;

Σ4 : ρ(x, y) = (x, y, 1− x− y), (x, y) ∈ Σ1.

从而

rx × ry = (0, 0, 1)dxdy, (x, y) ∈ Σ1

且与定向相反. 而

ρx × ρy = (1, 1, 1)dxdy,



计算第二类曲面积分续
且与定向相同. 故

II = −3

∫∫
Σ1

(0, 0, xy) · rx × rydxdy

+

∫∫
Σ1

(y(1− x− y), x(1− x− y), xy) · (1, 1, 1)dxdy

= −3

∫∫
Σ1

xydxdy +

∫∫
Σ1

(x+ y − x2 − y2 − xy)dxdy

=

∫∫
Σ1

(x+ y − x2 − y2 − 4xy)dxdy

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

(x+ y − x2 − y2 − 4xy)dy

= 0.



利用第一类曲面积分计算表面积

我们知道,根据第一类曲面积分的几何意义,曲面的表面积可以
表示为

|Σ| =
∫∫

Σ

dS.

例子 12. 求锥面 z =
√

x2 + y2被柱面 x2 + y2 = 2ax, a > 0,截
下部分的表面积.



利用第一类曲面积分计算表面积续
分析: 假设 Σ为截下部分曲面,即求

|Σ| =
∫∫

Σ

dS.

首先将其参数化为

Σ : r(x, y) = (x, y,
√
x2 + y2), (x, y) ∈ Dxy =

{
(x− a)2 + y2 ≤ a2

}
.

因此

dS = |rx × ry|dxdy =
√
1 + z2x + z2ydxdy =

√
2dxdy,

从而

|Σ| =
∫∫

Σ

dS =

∫∫
Dxy

√
2dxdy =

√
2 · πa2.



Gauss公式

Gauss公式联系了空间有界闭区域上的三重积分与其边界曲面
上的第二类曲面积分. 即,假设 F⃗ = (P,Q,R)是分片光滑空间闭
区域 Ω上具有一阶连续偏导数的向量场,则有如下的 Gauss公式
成立:∫∫

∂Ω

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz,

其中 ∂Ω取外侧.



利用 Gauss公式计算第二类曲面积分

例子 13. 利用 Gauss公式重新计算例子11.



利用 Gauss公式计算第二类曲面积分续

分析: 直接利用 Gauss公式知

II =

∫∫∫
Ω

(∂x(yz) + ∂y(xz) + ∂z(xy)) dxdydz = 0.



利用 Gauss公式计算第二类曲面积分续

例子 14. 计算曲面积分

II =

∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy.

其中 Σ为上半球面 x2 + y2 + z2 = R2, R > 0, z ≥ 0的内侧.



利用 Gauss公式计算第二类曲面积分续
分析: 由于不是闭曲面,我们需要先将其补成闭曲面然后再利用
Gauss公式计算.
令 Σ1为圆盘 z = 0, x2 + y2 ≤ R2,并取上侧为正定向. 则在
Σ ∪ Σ1上应用 Gauss公式得到 (令 Ω为上半球)∫∫∫

Ω

(2x+ 2y + 2z)dxdydz

= −(II +

∫∫
Σ1

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy) = −II.

又利用对称性知

II = −
∫∫∫

Ω

(2x+ 2y + 2z)dxdydz = −2

∫∫
Ω

zdxdydz = −π

2
R4.



联系曲线积分与曲面积分的 Stokes公式

Stokes公式联系了第二类曲面积分与其边界曲线的第二类曲线
积分. 特别地,当曲面为平面上一个区域时, Stokes公式就是
Green公式.



联系曲线积分与曲面积分的 Stokes公式续

定理 3.1. 假设 Σ是分片光滑的可定向曲面. 若函数 P (x, y, z),
Q(x, y, z), R(x, y, z)在 Σ上有一阶连续偏导数,则∮
∂Σ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx

+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

其中 ∂Σ的正定向与 Σ的正方向满足右手法则.



利用 Stokes公式计算曲线积分

例子 15. 假设 γ 为椭圆周 γ(t) =
(
a sin2 t, 2a sin t cos t, a cos2 t

)
,

t ∈ [0, π],且规定参数增加的方向为正方向. 计算曲线积分

I =

∮
γ

(x+ y)dx+ (3x+ y)dy + zdz.



利用 Stokes公式计算曲线积分续
分析: 如果直接利用第二类曲面积分的计算方法,我们得到

I =

∫ π

0

((
a sin2 t+ a sin 2t

)
a sin 2t+

(
3a sin2 t+ a sin 2t

)
2a cos 2t

− a cos2 ta sin 2t
)
dt

= a2
∫ π

0

(
(sin 2t+ cos 2t) sin 2t+ 6 sin2 t cos 2t

)
dt

= a2
∫ π

0

(√
2 sin (2t+ π/4) sin 2t+ 3 (1− cos 2t) cos 2t

)
dt

= a2
∫ π

0

(√
2

2
(cosπ/4− cos(4t+ π/4))− 3

2
(1 + cos 4t)

)
dt = −πa2.



利用 Stokes公式计算曲线积分续
另一个方法是利用 Stokes公式. 为此我们需要先将 γ 视为某个
曲面的边界. 注意到,消去参数 t可以得到 γ 的参数方程为

x+ z = a

x2 +
y2

2
+ z2 = a2.

因此,可视为平面 x+ z = a与椭球面 x2 + y2/2 + z2 = a2的交
线. 比较方便的是视作平面 (回忆该平面在 Oxy平面的投影区域
的求法是消掉 z)

Σ : r(x, y) = (x, y, a− x), (x, y) ∈ Dxy,



利用 Stokes公式计算曲线积分续
其中 Dxy: = (x− a)2/(a/2)2 + y2/a2 ≤ 1. 故此时 Σ参数化的法
方向为

n⃗ = (1, 0, 1),

与曲面的正定向相反 (即此时负法向和边界曲线的正定向成右手
系). 这样,利用 Stokes公式知道

I =

∫∫
Σ

−dxdy + 3dxdy = 2

∫∫
Σ

dxdy

= −2

∫∫
Dxy

(0, 0, 1) · (1, 0, 1)dxdy = −2|Dxy| = −2 · πaa
2
= −πa2.



无穷级数的定义与基本性质
我们将数列 {un}∞n=1依次加起来所组成的无穷和式称为无穷级
数,记作

∑∞
n=1 un. 我们称

∑∞
n=1 un收敛,如果部分和极限存在,

即 limn→∞ Sn = S;否则称为发散的. 收敛级数有如下基本性质:
▶ 两个收敛级数可以

:::
逐

:::
项

:::
相

:::
加;

∞∑
n=1

un +
∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

(un + vn).

▶ 一个收敛级数可以乘以一个常数;
∞∑
n=1

cun = c
∞∑
n=1

un.



无穷级数的定义与基本性质续

▶ 添加删除改变有限项不改变级数敛散性;
▶ 对收敛级数任意有限项加括号后形成的新级数仍然收敛到
原级数;

▶ 收敛级数的通项 un必须满足: limn→∞ |un| = 0.



几个常用级数的敛散性

▶ 等比级数
∞∑
n=1

aqn−1, a ̸= 0: 当 |q| < 1时绝对收敛;当 |q| ≥ 1

时发散;
▶ p级数

∞∑
n=1

1
np : 当 p > 1时 (绝对)收敛; p ≤ 1时发散;

▶ ∑
n=2

1
n lnp n : 当 p > 1时 (绝对)收敛;当 p ≤ 1时发散;

▶
∞∑
n=1

(−1)n−1

np : 当 p > 1时绝对收敛;当 0 < p ≤ 1时条件收敛;

当 p ≤ 0时发散.



按照定义判断级数的收敛性

我们知道,相邻两项依次添加括号的级数收敛不一定有原级数收
敛,例如

∞∑
n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + · · · ,

就是一个反例.



按照定义判断级数的收敛性续

例子 16. 假设级数
∑∞

n=1 un相邻两项依次添加括号的级数收敛,
即

(u1 + u2) + (u3 + u4) + · · ·+ (u2n−1 + u2n) + · · ·

收敛. 若 limn→∞ un = 0,则原级数也收敛,并且和加括号的级数
具有相同的极限.



按照定义判断级数的收敛性续
事实上,若记 Tn =

∑n
k=1(u2k−1 + u2k), Sn =

∑n
k=1 un,则根据

题意知

lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

Tn = S.

根据数量极限的定义知, limn→∞ Sn收敛,当且仅当其奇子列和偶
子列都收敛到同一个极限值. 现在注意到

S2n+1 = S2n + u2n+1, lim
n→∞

u2n+1 = 0 =⇒ lim
n→∞

S2n+1 = S.



正项级数的敛散性判别法
每个通项都是非负数的级数叫做正项级数. 关于正项级数我们有
如下判别法:
▶ 充要条件: 正项级数

∑∞
n=1 an收敛的充要条件是其部分和序

列 {Sn}有上界;
▶ 比较判别法: 若 0 ≤ an ≤ bn, n = N , N + 1, . . .都成立,则∑∞

n=1 bn收敛时
∑∞

n=1 an也收敛;关于发散,只需用逆否命
题.

▶ 比较判别法的极限形式: 假设
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn都是正项级
数,若 limn→∞ an/bn = l,则当 l ∈ [0,+∞)时 (此时可换为上
极限),

∑∞
n=1 bn收敛时

∑∞
n=1 an也收敛;当 l ∈ (0,+∞]时

(此时可换为下极限),
∑∞

n=1 bn发散时,
∑∞

n=1 an也发散.



正项级数的敛散性判别法续

▶ 比值/根值判别法: 假设
∑∞

n=1 an是正项级数,若
limn→∞ an+1/an = l,或者 limn→∞ n

√
an = l,则当 l ∈ [0, 1)时

(可换作上极限),级数收敛;若 l ∈ (1,+∞]时 (可换作下极
限),则原级数发散;若 an+1 ≥ an对充分大的 n都成立,则由
必要性知此时发散 (除非通项都为零);一般而言对 l = 1不
能判断级数的敛散性.

▶ 积分判别法: 假设
∑∞

n=1 an是正项级数. 积分判别法是说,如
果存在一个单调递减的正函数使得对充分大的 n ≥ N ,恰好
有 an = f(n),则原级数与反常积分

∫∞
N f(x)dx同敛散.



判断下列级数的敛散性
判断级数

∑∞
n=1 an是否收敛?

1. an = 1
nq

n, |q| < 1;

0 ≤ an ≤ qn, |q| < 1知收敛;

2. an =
3
√
n

(n+1)
√
n
; an ∼ 1

n7/6 , p = 7/6 > 1知收敛;

3. an = 1
(ln(n+1))p , p > 0; limx→∞

(lnx)p
x = 0 (洛必达法则),然后和

bn = 1/n比较知发散;
4. an = 1

(lnn)lnn ; (lnn)lnn = elnn ln lnn = nln lnn > n2,知收敛;
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判断下列级数的敛散性 (续)

例子 17. 用适当方法判断下列级数
∑∞

n=1 an的敛散性
1. an = sinna; a ̸= kπ;

发散;因假设 an = sinna → 0,则
sin(n+ 1)a → 0,展开知 cosna → 0矛盾.

2. an = (n!2)
(2n)! ;法一：an = n!

(n+1)···(2n) <
1
2n (因为 k

n+k < 1
2);法二：

an+1/an = n++1
2(2n+1) →

1
4 < 1知收敛；

3. an = 1√
n lnn ;法一：直接和已知级数比较 an > bn = 1

n lnn ,而后
者发散知原级数发散；法二：由 limx→∞

lnx
xp = 0, p > 0知，√

n lnn/n → 0,从而原级数发散；
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判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;

法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;
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5. an = ln
(
n2+1
n2

)
;

an = ln
(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
;

an = ln
(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ;

an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ;

an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx;

an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx;

an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

4. an =
n
√
n

2n ;法一：因为 lim
n→∞

n
√
n = 1,对充分大的 n，an < 2

2n 知

原级数收敛；法二：n
√
an = n1/n2

2 → 1
2 < 1知收敛；其中

lim
n→∞

n1/n2

n = lim
n→∞

elnn/n
2

= lim
x→∞

elnx/x
2

= 1(洛必达）；

5. an = ln
(
n2+1
n2

)
; an = ln

(
1 + 1/n2

)
∼ 1/n2知收敛；

6. an = enn!
nn ; an+1

an
= e

(1+1/n)n > 1,从而通项不趋于 0,故发散。注
意直接用比值判别法失效；

7. an =
∫ 1/n

0

√
x

1+x2dx; an <
∫ 1/n

0

√
xdx < 1

n3/2 , p = 3/2 > 1级数
收敛;



判断下列级数的敛散性 (续)

8. an = 1
n(ln lnn)q , n ≥ 3;

令 f(x) = 1
x(ln lnx)q ,则∫ ∞

3

dx

x(ln ln x)q =

∫ ∞

3

d lnx
(ln ln x)q =

∫ ∞

ln 3

dx

lnq x.

注意到利用洛必达法则知 lnq x
x → 0, x → ∞,因此对充分大

的 x,有 1/ lnq x > 1/x,而后者在 [N,+∞)的积分发散;



判断下列级数的敛散性 (续)

8. an = 1
n(ln lnn)q , n ≥ 3;

令 f(x) = 1
x(ln lnx)q ,则∫ ∞

3

dx

x(ln ln x)q =

∫ ∞

3

d lnx
(ln ln x)q =

∫ ∞

ln 3

dx

lnq x.

注意到利用洛必达法则知 lnq x
x → 0, x → ∞,因此对充分大

的 x,有 1/ lnq x > 1/x,而后者在 [N,+∞)的积分发散;



判断下列级数的敛散性 (续)

8. an = 1
n(ln lnn)q , n ≥ 3;令 f(x) = 1

x(ln lnx)q ,则∫ ∞

3

dx

x(ln ln x)q =

∫ ∞

3

d lnx
(ln ln x)q =

∫ ∞

ln 3

dx

lnq x.

注意到利用洛必达法则知 lnq x
x → 0, x → ∞,因此对充分大

的 x,有 1/ lnq x > 1/x,而后者在 [N,+∞)的积分发散;



交错级数及其判别法

通项正负相间的级数称为交错级数. 关于交错级数的判别法主要
是 Leibniz判别法: 若 |an|单调递减趋于零,则交错级数∑∞

n=1(−1)nan收敛. 此外,其余项 Rn =
∑∞

k=n+1(−1)kak < |an+1|.



绝对收敛与条件收敛

回忆,一个级数如果其通项的绝对值收敛,则称该级数为
:::
绝

:::
对

:::
收

:::
敛的;我们知道,

:::
绝

:::
对

:::
收

:::
敛

::
的

:::
级

:::
数

:::
一

:::
定

:::
收

:::
敛. 若一个级数本身收敛

但不绝对收敛,则称为
:::
条

:::
件

:::
收

:::
敛.

例子 18. 判断下列级数
∑∞

n=1 an的收敛性,若收敛请指明是条
件收敛还是绝对收敛:

1. an = (−1)n−1 2n+1
n(n+1) ;

2. an = (−1)n−1 lnn
n ;

3. an = (−1)n−1 sin 1
n 3
√
n
;



绝对收敛与条件收敛续
分析: 我们先判断绝对收敛性,此时是正项级数.
对第一个级数,容易看到 |an|

1
n

→ 2,因此不是绝对收敛的;而由于
原级数是交错级数,注意到

|an+1|
|an|

=
2n2 + 3n

2n2 + 5n+ 2
< 1,

由此易知 |an|是单调递减趋于零的. 故原级数条件收敛;
对第二个级数,注意到 n充分大时, |an| > 1/n,因此不是绝对收
敛的;而由于 lnx/x时单调递减函数 (x > e),由此易知原级数条
件收敛;
对第三个级数, |an| = sin 1

n 3
√
n
∼ 1

n 3
√
n
= 1

n4/3 ,由 p判别法知原级数

绝对收敛.



利用级数的基本性质判断敛散性

判断下列交错级数
∑∞

n=1(−1)n−1an是绝对收敛还是条件收敛:
1. a2n−1 =

1
2n−1 , a2n = 1

3n ;
2. a2n−1 =

1
3n−1 , a2n = 1

3n−2 ;
3. an = −1√

n+(−1)n
;



利用级数的基本性质判断敛散性续

分析,上述级数虽然都是交错级数但是并不满足单调递减性,从
而不能直接利用 Leibniz判别法判断收敛性.
对第一个级数,明显

∑∞
n=1(a2n−1 − a2n)是发散的,从而原级数也

是发散的.



利用级数的基本性质判断敛散性续

对第二个级数,注意到

a2n−1 − a2n =
1

(3n− 1)(3n− 2)
∼ 1

9n2
,

故加括号后的级数收敛;又由于 a2n−1与 a2n都趋于零,从而原级
数收敛;最后注意到,其绝对值的部分和 S2n >

∑n
k=1 a2k,而后者

发散,从而原级数不是绝对收敛的.



利用级数的基本性质判断敛散性续

对第三个级数,通过分子有理化知

−an =
1√
n+ 1

− 1

n− 1
+ (−1)n−1 1

n− 1
,

可见原级数发散.



幂级数及其基本性质
前面我们学习了数项级数,即该级数的通项是一个数;完全类似
地,我们可以定义函数项级数,即通项为一个函数. 特别地,当通
项为幂函数 an(x− x0)

n时,我们称对应的级数为幂级数. 完全类
似数项级数来定义收敛性余项以及和函数.
▶ 关于幂级数,我们有重要的 Abel定理: 它告诉我们,函数项
级数的收敛域要么是一个点 (收敛半径 R = 0),要么是整个
实数轴 (收敛半径 R = +∞),要么是一个区间 (−R,R)(开闭
待定),此时收敛半径为 R ∈ (0,+∞). 且幂级数在 (−R,R)
上是绝对收敛的.

▶ 求幂级数的收敛域,一般我们是通过模比值/模根值法得到
其收敛半径,然后再判断端点处的敛散性.



幂级数及其基本性质续
▶ 两个幂级数在其公共的收敛开区间上可以作线性运算与乘
法;

▶ 幂级数在其收敛半径所构成的开区间 (−R,R)内可以逐项
求导/求积,且新级数的收敛半径不变;

▶ 幂级数的和函数在其收敛点处是 (单侧)连续的;
▶ 在求幂级数的收敛域时,我们可以先通过模比值/根值 (缺项
的话比值/根值)判别法求得收敛半径,然后再判断端点处的
敛散性. 注意在端点处,比值/根值判别法失效: 此时一般采
用 1. 通项极限非零知发散; 2. 比较判别法 (等比/p级数); 3.
交错级数的话 Leibniz判别法; 4. 分解成更加简单的级数
的和.



求幂级数的收敛域

例子 19. 求下列幂级数
∑∞

n=1 an(x)的收敛域 I :
1. an(x) = xn

n2n ;

模比值知 R = 2,然后判断端点处得
I = [−2, 2);

2. an(x) =
3n+(−2)n

n (x+ 1)n;模比值知 R = 1/3,当 x = −2/3

时,和 1/n比较知发散;当 x = −4/3时,
an(x) =

(−1)n

n + 1
n

(
2
3

)n知收敛. I = [−4/3,−2/3);



求幂级数的收敛域

例子 19. 求下列幂级数
∑∞

n=1 an(x)的收敛域 I :
1. an(x) = xn

n2n ;模比值知 R = 2,然后判断端点处得
I = [−2, 2);

2. an(x) =
3n+(−2)n

n (x+ 1)n;

模比值知 R = 1/3,当 x = −2/3

时,和 1/n比较知发散;当 x = −4/3时,
an(x) =

(−1)n

n + 1
n

(
2
3

)n知收敛. I = [−4/3,−2/3);



求幂级数的收敛域

例子 19. 求下列幂级数
∑∞

n=1 an(x)的收敛域 I :
1. an(x) = xn

n2n ;模比值知 R = 2,然后判断端点处得
I = [−2, 2);

2. an(x) =
3n+(−2)n

n (x+ 1)n;模比值知 R = 1/3,当 x = −2/3

时,和 1/n比较知发散;当 x = −4/3时,
an(x) =

(−1)n

n + 1
n

(
2
3

)n知收敛. I = [−4/3,−2/3);



求幂级数的收敛域 (续)

3. an(x) =
(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 ;

是缺项幂级数,不能直接应用模比值/根
值法求收敛半径. 此时一般直接用比值判别法/根值判别法
求收敛域;注意到 |an+1/an| → |x|2,由比值判别法知当
|x| < 1时,幂级数绝对收敛,而当 |x| > 1时原幂级数发散
(注意原级数当 x < 0时可以提出符号变成正项级数). 从而
该幂级数的收敛半径为 1. 在判断端点处,注意到
(2n−1)!!
(2n)!! ≤ 1√

2n+1
知原级数收敛; I = [−1, 1].

4. an(x) = 4n
2

xn
2;根值判别法 n

√
|an(x)| = |4x|n;可见

|x| < 1/4时绝对收敛; |x| ≥ 1/4时,由于通项不趋于零知原
级数发散;从而 I = (−1/4, 1/4);



求幂级数的收敛域 (续)

3. an(x) =
(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 ;是缺项幂级数,不能直接应用模比值/根
值法求收敛半径. 此时一般直接用比值判别法/根值判别法
求收敛域;注意到 |an+1/an| → |x|2,由比值判别法知当
|x| < 1时,幂级数绝对收敛,而当 |x| > 1时原幂级数发散
(注意原级数当 x < 0时可以提出符号变成正项级数). 从而
该幂级数的收敛半径为 1. 在判断端点处,注意到
(2n−1)!!
(2n)!! ≤ 1√

2n+1
知原级数收敛; I = [−1, 1].

4. an(x) = 4n
2

xn
2;

根值判别法 n
√
|an(x)| = |4x|n;可见

|x| < 1/4时绝对收敛; |x| ≥ 1/4时,由于通项不趋于零知原
级数发散;从而 I = (−1/4, 1/4);



求幂级数的收敛域 (续)

3. an(x) =
(2n−1)!!
(2n)!!

x2n+1

2n+1 ;是缺项幂级数,不能直接应用模比值/根
值法求收敛半径. 此时一般直接用比值判别法/根值判别法
求收敛域;注意到 |an+1/an| → |x|2,由比值判别法知当
|x| < 1时,幂级数绝对收敛,而当 |x| > 1时原幂级数发散
(注意原级数当 x < 0时可以提出符号变成正项级数). 从而
该幂级数的收敛半径为 1. 在判断端点处,注意到
(2n−1)!!
(2n)!! ≤ 1√

2n+1
知原级数收敛; I = [−1, 1].

4. an(x) = 4n
2

xn
2;根值判别法 n

√
|an(x)| = |4x|n;可见

|x| < 1/4时绝对收敛; |x| ≥ 1/4时,由于通项不趋于零知原
级数发散;从而 I = (−1/4, 1/4);



求幂级数的收敛域 (续)
5. an(x) = (−1)n+1 (3n−1)3n(x−2)n

(2n−3)3n ;

模根值求得
n
√
|an(x)| = (3n−1)3

(2n−3)3 →
27
8 ; R = 8/27;在端点处,易见

|an| = (3n−1)3n

(2n−3)3n ·
(
2
3

)3n
= (1 + 7/(6n− 9))6n/2 → e7/2知发散;

6. an(x) = (1 + 1/n)n
2

(x− 1)n;模根值知
n
√
|an(x)| = (1 + 1/n)n → e,从而 R = 1/e;在端点处,

|an| = (1 + 1/n)n
2

/en;注意到利用洛必达法则知,

ln|an| = n2 ln(1 + 1/n)− n =
ln(1 + 1/n)− 1/n

1/n2
→ −1

2
;

从而发散; I = (1− 1/e, 1 + 1/e).



求幂级数的收敛域 (续)
5. an(x) = (−1)n+1 (3n−1)3n(x−2)n

(2n−3)3n ;模根值求得
n
√

|an(x)| = (3n−1)3

(2n−3)3 →
27
8 ; R = 8/27;在端点处,易见

|an| = (3n−1)3n

(2n−3)3n ·
(
2
3

)3n
= (1 + 7/(6n− 9))6n/2 → e7/2知发散;

6. an(x) = (1 + 1/n)n
2

(x− 1)n;

模根值知
n
√
|an(x)| = (1 + 1/n)n → e,从而 R = 1/e;在端点处,

|an| = (1 + 1/n)n
2

/en;注意到利用洛必达法则知,

ln|an| = n2 ln(1 + 1/n)− n =
ln(1 + 1/n)− 1/n

1/n2
→ −1

2
;

从而发散; I = (1− 1/e, 1 + 1/e).



求幂级数的收敛域 (续)
5. an(x) = (−1)n+1 (3n−1)3n(x−2)n

(2n−3)3n ;模根值求得
n
√

|an(x)| = (3n−1)3

(2n−3)3 →
27
8 ; R = 8/27;在端点处,易见

|an| = (3n−1)3n

(2n−3)3n ·
(
2
3

)3n
= (1 + 7/(6n− 9))6n/2 → e7/2知发散;

6. an(x) = (1 + 1/n)n
2

(x− 1)n;模根值知
n
√
|an(x)| = (1 + 1/n)n → e,从而 R = 1/e;在端点处,

|an| = (1 + 1/n)n
2

/en;注意到利用洛必达法则知,

ln|an| = n2 ln(1 + 1/n)− n =
ln(1 + 1/n)− 1/n

1/n2
→ −1

2
;

从而发散; I = (1− 1/e, 1 + 1/e).



求幂级数的收敛域

例子 20. 假设
∑∞

n=0 anx
n的收敛半径 R = 3,求幂级数∑∞

n=0 nan(x− 1)n+1的收敛区间 (即收敛域除去端点).
令 y = x− 1,则我们知道

∞∑
n=0

nany
n+1 = y2

∞∑
n=0

nany
n−1 = y2

( ∞∑
n=0

any
n

)′

, |y| < R = 3.

因此由逐项求导定理知,
∑∞

n=0 nany
n+1的收敛半径为 R = 3. 变

量代换知,原级数的收敛区间为 x− 1 ∈ (−3, 3),即 x ∈ (−2, 4).



求幂级数的和函数

例子 21. 求下列幂级数
∑∞

n=1 an(x)的和函数:

1. an(x) = (−1)n−1x2n−1

2n−1 ;

2. an(x) = x4n−3

4n−3 ;

3. an(x) = (−1)n−1(2n− 1)x2n−2;

4. an(x) =
n(n+1)

2 xn−1.



求幂级数的和函数续

对第一个幂级数,利用比值判别法容易知道其收敛域为 [−1, 1];
从而在 x ∈ (−1, 1)上,利用逐项求积分得到

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

2n− 1
=

∫ x

0

∞∑
n=1

(−t2)n−1dt =

∫ x

0

1

1 + t2
dt = arctanx.

又由于原级数在端点处收敛,从而其和函数在端点处单侧连续,
于是第一个级数的和函数就是 arctanx, x ∈ [−1, 1].



求幂级数的和函数续

对第二个幂级数,利用比值判别法容易知道其收敛域为 (−1, 1);
从而在 x ∈ (−1, 1)上,我们可以利用逐项积分得到

∞∑
n=1

x4n−3

4n− 3
=

∫ x

0

∑
n=1

(t4)n−1dt =

∫ x

0

1

1− t4
dt

=
1

2

(
arctanx− 1

2
ln 1− x

1 + x

)
, |x| < 1.



求幂级数的和函数续
对第三个幂级数,利用比值判别法容易知道其收敛域为 (−1, 1);
从而利用逐项求导得到

∞∑
n=1

(−1)n−1(2n− 1)x2n−2 =

( ∞∑
n=1

(−1)n−1x2n−1

)′

=

(
x

∞∑
n=1

(−x2)n−1

)′

=

(
x

1 + x2

)′
=

1− x2

(1 + x2)2
, |x| < 1.



求幂级数的和函数续
对第四个幂级数,利用模比值判别法知其收敛域为 x ∈ (−1, 1),
适当的利用逐项求导/求积得到

∞∑
n=1

n(n+ 1)

2
xn−1 =

1

2

( ∞∑
n=1

(n+ 1)xn

)′

=
1

2

(( ∞∑
n=1

xn+1

)′)′

=
1

2

(
x2

1− x

)′′

=
1

(1− x)3
, |x| < 1.



求级数的值

例子 22. 求级数的和

S =
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2n
.



求级数的值续
我们将其转化为求幂级数

∑∞
n=1

1
2n−1x

2n的和函数 S(x)在
x = 1/

√
2处的值.

利用模比值判别法易知上述幂级数在 (−1, 1)内绝对收敛;从而
可以利用逐项求积得到

∞∑
n=1

1

2n− 1
x2n = x

∞∑
n=1

1

2n− 1
x2n−1 = x

∫ x

0

∞∑
n=1

t2n−2dt

= x

∫ x

0

1

1− t2
dt =

x

2
ln 1 + x

1− x
, |x| < 1.

因此, S = S(1/
√
2) = ln(

√
2 + 1)/

√
2.



求级数的值续

作业: 求级数的和

S =
∞∑
n=1

2n− 1

2n
.


	期末复习
	两类曲线积分与Green公式
	第一类与第二类曲线积分的概念
	两类曲线积分的计算公式
	计算第一类曲线积分的例子
	计算第二类曲线积分的例子
	Green公式
	计算平面曲线围成的面积
	利用Green公式求第二类曲线积分
	第二类曲线积分与路径无关
	非单连通区域上第二类曲线积分与道路无关性
	一次微分式的原函数存在性
	计算一次微分式的原函数
	求解一次微分方程

	两类曲面积分与Gauss公式
	两类曲面积分的概念与计算
	利用第一类曲面积分计算表面积
	Gauss公式

	联系曲线积分与曲面积分的Stokes公式
	利用Stokes公式计算曲线积分

	无穷级数
	无穷级数的定义与基本性质
	几个常用级数的敛散性
	正项级数的敛散性判别法
	交错级数及其判别法
	绝对收敛与条件收敛
	利用级数的基本性质判断敛散性
	幂级数及其基本性质
	求幂级数的收敛域
	求幂级数的和函数
	求级数的值



