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可微、偏导与连续性
回忆,一个函数在某点可微可以推出可偏导以及连续. 但书上有
例子表明可偏导不一定连续. 另一方面,有定理表明偏导数都在
某点连续则在该点可微. 在可微点处沿任意方向的方向导数都
存在.

例子 1. 是判断函数

f(x, y) =

xy
x− y

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

在原点 (0, 0)处是否连续、可偏导、可微?



利用可微的定义求解

例子 2. 假设 z = f(x, y)是连续函数,且

lim
x→0
y→0

f(x, y) + ax+ by + c

x2 + y2
= 1,

求 z在 (0, 0)处的全微分.

f(0, 0) = −c,而利用给定条件容易求得 fx(0, 0) = −a,
fy(0, 0) = −b. 最后再次利用条件容易验证 dz|(0,0) = −adx− bdy.
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f(0, 0) = −c,而利用给定条件容易求得 fx(0, 0) = −a,
fy(0, 0) = −b. 最后再次利用条件容易验证 dz|(0,0) = −adx− bdy.



方向导数与梯度

回忆,二元函数 f(x, y)在 P0(x0, y0)处的梯度定义为
∇f(P0) = (∂xf(P0), ∂yf(P0)). 而给定方向 v⃗ = (v1, v2),函数 f 沿
着 v⃗的梯度可以表示为∇f(P0) · v⃗. 我们称单位向量
∇f(P0)/|∇f(P0)|为梯度方向,容易知道,沿着函数 f 的梯度方
向,函数 f 的方向导数取得极大值 |∇f(P0)|;沿着 f 的负梯度方
向,函数 f 的方向导数取得极小值 −|∇f(P0)|.

例子 3. 证明函数 z = f(x, y) = y/x2在椭圆
F (x, y) = x2 + 2y2 − c2 = 0, c ̸= 0,上任意一点处沿着椭圆的法
向的方向导数恒为零.



复合函数的微分法
回忆复合函数微分的链式法则: 假设 f = f(u, v)在点 Q0(u0, v0)
处可微,而函数 u = u(x, y), v = v(x, y)在点 P0(x0, y0)处可偏导.
若 Q0 = (u(P0), v(P0)),则复合函数 z = f(u(x, y), v(x, y))在 P0

处可偏导,且

zx(P0) = fu(Q0)ux(P0) + fv(Q0)vx(P0),

zy(P0) = fu(Q0)uy(P0) + fv(Q0)vy(P0).

若进一步假设 f , u, v在对应点处具有连续偏导数 (从而可微),则
在 P0处有

dz = zxdx+ zydy = fudu+ fvdv,

它称为一阶全微分的形式不变性.



链式法则的应用

例子 4. 假设定义在 R2上的二元可微函数 F (x, y)满足

F (x, y) = f(x) + g(y) = h(
√
x2 + y2),

这里 f, g, h都是可微函数. 证明

F (x, y) = c1
(
x2 + y2

)
+ c2,

其中 c1, c2都是常数.

提示: 改写成极坐标形式并利用函数的连续性.
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隐函数的微分法

例子 5. 试分别用隐函数的微分法和一阶微分的形式不变性求
解由 z = f(xyz, z − y)确定的函数 z = z(x, y)的全微分.



雅可比行列式
回忆,参数变换 T : (x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y))的雅可比行列式定

义为 ∂(u,v)
∂(x,y) : =

∣∣∣∣(ux vx
uy vy

)∣∣∣∣ .
例子 6. 假设 u, v如上,且它们都有连续的偏导数. 若在
P0(x0, y0)处,雅可比行列式 ∂(u,v)

∂(x,y) 不为零,则根据反函数 (组)的
存在性定理 (它是隐函数组存在性定理的推论,见书上 p. 86ff.),
我们知道此时在 Q0 = T (P0)的某邻域内,可确定反函数
x = x(u, v), y = y(u, v). 试证明

∂(u, v)

∂(x, y)
· ∂(x, y)
∂(u, v)

= 1.



隐函数函数组存在性定理
回忆,教材 p. 87页的隐函数组定理: 假设 F = F (x, y, u, v),
G = G(x, y, u, v),在 Q0(x0, y0, u0, v0)的一个邻域内具有连续的
偏导数,若

F (P0) = 0 G(P0) = 0,
∂(F,G)

∂(u, v)
|P0

̸= 0,

则存在 P0(x0, y0)的一个邻域 U(P0),使得方程组{
F (x, y, u, v) = 0,

G(x, y, u, v) = 0,

在该邻域内可以决定一个隐函数组 u = u(x, y), v = v(x, y). 即,
对任意的 (x, y) ∈ U(P0),有

F (x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0, G(x, y, u(x, y), v(x, y)) = 0



反函数组存在性定理
根据隐函数组的存在性定理,我们可以证明如下的反函数组存在
性定理: 假设 T : (x, y) → (u(x, y), v(x, y))是 R2中开邻域 U(P0)
到 R2的映射. 若 u, v在 U(P0)上可微且

∂(u, v)

∂(x, y)

∣∣∣∣
P0

̸= 0,

则存在 Q0 = T (P0)的一个邻域 U(Q0),使得在 U(Q0)上 T 存在
逆映射 T−1 : (u, v) 7→ (x, y) = (x(u, v), y(u, v)). 即,对任意的
(u, v) ∈ U(Q0),我们有

u(x(u, v), y(u, v)) = u, v(x(u, v), y(u, v)) = v.



空间曲线的切线与法平面

最简单的情形是空间曲线由参数方程 x = x(t), y = y(t), z = z(t)
给出的 C1曲线,则此时在 P0(x(t0), y(t0), z(t0))处的切向量为
τ = (x′(t0), y

′(t0), z
′(t0)). 故过 P0的切线方程为

x− x0
x′(t0)

=
y − y0
y′(t0)

=
z − z0
z′(t0)

.

法平面方程为

(x′(t0), y
′(t0), z

′(t0)) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0.



空间曲线的切线与法平面续
若空间曲线是由两个曲面的交线给出:{

F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.

则由复合函数的微分法知,该空间曲线的切向量
τ : = (x′(t), y′(t), z′(t)),在 P (x(t), y(t), z(t))处满足

∇F · τ = 0, ∇G · τ = 0. =⇒ τ ∥ ∇F ×∇G.

故在适当的参数化下,我们得到切向量 τ 由如下公式给出

τ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
Fx Fy Fz
Gx Gy Gz

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂(F,G)

∂(y, z)
,
∂(F,G)

∂(z, x)
,
∂(F,G)

∂(x, y)

)
.



求空间曲线的切线与法平面

例子 7. 求空间曲线 {
x2 + y2 + z2 = 6,

x+ y + z = 0,

在点 P0(1,−2, 1)处的切线与法平面.



曲面的法线与切平面

假设曲面 S 由方程 F (x, y, z) = 0确定. 若
∇F (P0) = (Fx, Fy, Fz)(P0) ̸= 0,则 ∇F (P0)是曲面 S 在 P0处的
法向量. 进而曲面 S 在点 P0(x0, y0, z0)处的切平面为

(x− x0, y − y0, z − z0) · ∇F (x0, y0, z0) = 0.

法线方程为

x− x0
Fx(x0, y0, z0)

=
y − y0

Fy(x0, y0, z0)
=

z − z0
Fz(x0, y0, z0)

.



例子 8. 求曲面 z = 4− x2 − y2与平面 2x+ 2y + z − 1 = 0平行
的切平面方程以及过切点的曲面的法线方程.

提示: 切平面与已知平面平行故具有相同的法向. 求解得到切点
为 (1, 1, 2). 然后根据曲面在该点处的法向写出切平面方程与法
线方程.



例子 8. 求曲面 z = 4− x2 − y2与平面 2x+ 2y + z − 1 = 0平行
的切平面方程以及过切点的曲面的法线方程.
提示: 切平面与已知平面平行故具有相同的法向. 求解得到切点
为 (1, 1, 2). 然后根据曲面在该点处的法向写出切平面方程与法
线方程.



例子 9. 证明曲面 F (x, y, z) = z2 − xy = 0与曲面
G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 9 = 0正交.

提示: 即证明两曲面在交线处的法向量垂直.



例子 9. 证明曲面 F (x, y, z) = z2 − xy = 0与曲面
G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 9 = 0正交.
提示: 即证明两曲面在交线处的法向量垂直.



例子 10. 证明曲面
√
x+

√
y +

√
z =

√
a, a > 0

上任一点处的切平面在各坐标轴的截距之和等于常数.



平面束方程
例子 11 (p. 117:47). 过直线{

4x+ y − z − 3 = 0,

x+ y − z = 0

作曲面 3x2 + y2 − z2 = 3的切平面,求该切平面的方程.

注意过直线的平面束方程可以写成
4x+ y − z − 3 + λ(x+ y − z) = 0

假设该平面束与曲面相切于 P0(x0, y0, z0),则
4x0 + y0 − z0 − 3 + λ(x0 + y0 − z0) = 0, P0在切平面上

3x20 + y20 − z20 = 3, P0在曲面上

(4− λ, 1 + λ,−(1 + λ)) ∥ (3x0, y0,−z0), 在 P0处具有相同的法向.



平面束方程
例子 11 (p. 117:47). 过直线{

4x+ y − z − 3 = 0,

x+ y − z = 0

作曲面 3x2 + y2 − z2 = 3的切平面,求该切平面的方程.
注意过直线的平面束方程可以写成

4x+ y − z − 3 + λ(x+ y − z) = 0
假设该平面束与曲面相切于 P0(x0, y0, z0),则
4x0 + y0 − z0 − 3 + λ(x0 + y0 − z0) = 0, P0在切平面上

3x20 + y20 − z20 = 3, P0在曲面上

(4− λ, 1 + λ,−(1 + λ)) ∥ (3x0, y0,−z0), 在 P0处具有相同的法向.



多元函数的极值问题
二元函数 f(x, y)在内点 P0 ∈ Ω处取得极值的必要条件是: 当 f
在 P0可微时, ∇f(P0) = 0. 即 P0是 f 的驻点.
充分条件是: 当 f 在 P0的某邻域有连续二阶偏导数时,二阶偏导
数矩阵

J2(f): =

(
fxx fxy
fyx fyy

)
,

在 P0处正定时取得极小值,即
fxx(P0) > 0&det J2(f)(P0) > 0.

在 P0处负定时取得极大值,即
−fxx(P0) > 0&det(−J2(f)(P0)) = det(J2(f)(P0)) > 0.

注意,在 det J2(f) < 0的点处, f 不可能取得极值;而在
det J2(f) = 0的点处,不能判断 f 是否取得极值.



极值问题的几何意义

例子 12. 求点 A(1, 1)到直线 l : x2 + y = 1的最小值.

提示: 可以转换为条件极值
F (x, y, λ) =

√
(x− 1)1 + (y − 1)2 + λ(x/2 + y − 1). 也可以按照

几何意义,即点到直线的距离. 取直线上一点 B(0, 1),则点 A到
直线 l的距离为 |A⃗B · ν|,其中 ν = (1/2, 1)为直线的法向.
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多元函数的条件极值

条件极值解决的问题是二元函数 z = f(x, y)在约束条件
φ(x, y) = 0下的极值. 其方法是使用拉格朗日乘数法. 即构造辅
助函数

F (x, y, λ) = f(x, y) + λφ(x, y)

将条件极值转化为无条件极值问题. 在具体求解过程中,一般我
们只需利用必要条件算出满足 ∇F = 0的驻点,进而求得在这些
驻点处的可能极值. 然后根据问题的实际意义知条件极值确实存
在,从而在这些可能极值中求得最大值或最小值.



条件极值的应用

例子 13. 利用条件极值证明

n

√√√√ n∏
i=1

ai ≤

n∑
i=1

ai

n
, ai > 0,∀i = 1, 2, . . . , n.

提示: 相当于给定和求乘积的最大值.
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, ai > 0,∀i = 1, 2, . . . , n.

提示: 相当于给定和求乘积的最大值.



二重积分的定义及其几何意义

重积分的定义和一元函数的定积分类似,也是通过分划、取点求
和、取极限来定义的.
有界闭区域 Ω上函数 z = f(x, y)的二重积分记作∫∫

Ω

f(x, y)dσ =

∫∫
Ω

f(x, y)dxdy.

它的几何意义是,以 Ω为底,函数图像 z = f(x, y)所成曲面为顶
的曲顶柱体 Ω̃的体积 (试着用柱线法验证). 它也可看作平面区域
Ω上的一个在点 (x, y)处密度为 f(x, y)的薄板的质量.



二重积分的定义及其几何意义

y

z

x

z = f(x, y)

Ω

图 1:二重积分



二重积分的基本性质
▶ 可积性: 有界闭区域上的连续函数或者分片连续函数在 D
上必可积. 事实上,还可进一步减弱为在 Ω上有限条光滑曲
线上间断的有界函数.

▶ 线性性: 若 f, g ∈ R(Ω),则∫∫
Ω

(f + λg)dσ =

∫∫
Ω

fdσ + λ

∫∫
Ω

gdσ, ∀λ ∈ R.

▶ 若 Ω = Ω1 ⊔ Ω2,即可以写成两个不相交的区域的并集,则当
f ∈ R(Ω)时, ∫∫

Ω

fdσ =

∫∫
Ω1

fdσ +

∫∫
Ω2

fdσ.



二重积分的基本性质续
▶ 保序性: 若 f, g ∈ R(Ω),且 f ≤ g,则∫∫

Ω

fdσ ≤
∫∫

Ω

gdσ.

▶ 绝对值性质: 假设 f ∈ R(Ω),则 |f | ∈ R(Ω),且∣∣∣∣∫∫
Ω

fdσ

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
Ω

|f |dσ.

▶ 积分中值定理: 若 f 在有界闭区域 Ω上连续,则存在
P0(x0, y0) ∈ Ω,使得∫∫

Ω

fdσ = f(x0, y0)|Ω|.



二重积分的基本性质续
▶ 积分中值定理: 假设 f 在有界闭区域 Ω上连续, g ∈ R(Ω).
若 g在 Ω上不变号,则存在 P0(x0, y0) ∈ Ω使得∫∫

Ω

fgdσ = f(x0, y0)

∫∫
Ω

gdσ.

▶ 函数奇偶性与区域对称性:
▶ 若积分区域 Ω关于 Ox轴对称,则∫∫

Ω

f(x, y)dσ =

∫∫
Ω1

f(x, y)dσ +

∫∫
Ω1

f(x,−y)dσ.

因此,当 f(x, y) = −f(x,−y),即 f(x, ·)关于 y为奇函数时,积分为
零;当 f(x, y) = f(x,−y),即 f(x, ·)关于 y为偶函数时,∫∫

Ω

f(x, y)dσ = 2

∫∫
Ω1

f(x, y)dσ.

▶ 完全类似得到积分区域 Ω关于 Oy轴对称的情形.



直角坐标系下二重积分的计算

O x

y

a bx

y = ϕ1(x)

y = ϕ2(x)

Ω

(a) x-型正则区域

O x

y

α

β

y
x = ψ1(y)

x = ψ2(y)
Ω

(b) y-型正则区域

▶ x-型区域:
∫∫

Ω f(x, y)dσ =
∫ b
a dx

∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy;

▶ y-型区域:
∫∫

Ω f(x, y)dσ =
∫ β
α dy

∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y)dx.



二重积分在直角坐标系下的计算

例子 14. 假设区域 Ω是由抛物线 y2 = x,与直线 x = 0, y = 1所
围成的区域. 计算积分 ∫∫

Ω

ex/ydxdy.



二重积分在直角坐标系下的计算续

O x

y

(1,1)
(0,1)

x = y2

图 2:积分区域



极坐标下二重积分的计算

O
α

β

r1(θ)

r2(θ)

Ω′

图 3: θ-正则区域

对 θ-型正则区域:∫∫
Ω

f(x, y)dσ =

∫∫
Ω′
f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

=

∫ β

α

dθ

∫ r2(θ)

r1(θ)

f(r cos θ, r sin θ)rdr.



利用极坐标求二重积分

例子 15. 求 Ω为双纽线的右半部分: (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2),
a > 0, x ≥ 0所围成时,积分∫∫

Ω

√
a2 − x2 − y2dxdy.

提示: 令 x = r cos θ, y = r sin θ. 容易知道 Ω为 r = a
√
cos 2θ,

θ ∈ [−π/4, π/4].



利用极坐标求二重积分

例子 15. 求 Ω为双纽线的右半部分: (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2),
a > 0, x ≥ 0所围成时,积分∫∫

Ω

√
a2 − x2 − y2dxdy.

提示: 令 x = r cos θ, y = r sin θ. 容易知道 Ω为 r = a
√
cos 2θ,

θ ∈ [−π/4, π/4].



利用极坐标求二重积分续

r = a cos1/2 2θ

π
4

O
a

图 4:双纽线的右半部分



例子 16. 利用适当的方法计算积分∫∫
x2+y2≤1

|3x+ 4y|.

提示: 如果直接采用直角坐标系则会涉及到比较复杂的区域划
分. 这里采用极坐标系并注意周期函数的性质.



例子 16. 利用适当的方法计算积分∫∫
x2+y2≤1

|3x+ 4y|.

提示: 如果直接采用直角坐标系则会涉及到比较复杂的区域划
分. 这里采用极坐标系并注意周期函数的性质.



交换积分次序

例子 17. 交换积分次序∫ a

0

dx

∫ √
2ax−x2

x

f(x, y)dy.



二重积分的变量替换公式

假设 x = x(u, v), y = y(u, v)是平面区域 Ω′到平面区域 Ω′的一
一对应,且 x = x(u, v), y = y(u, v)在每点 (u, v) ∈ Ω′都可微. 若

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣xu yu
xv yv

∣∣∣∣ ̸= 0, ∀(u, v) ∈ Ω′.

则对区域 Ω上的连续函数 f = f(x, y)有∫∫
Ω

f(x, y)dσ =

∫∫
Ω′
f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv.



变量替换公式求积分

例子 18. 求积分∫∫
Ω

(x2 + y2)dxdy, Ω =

{
(x, y) :

x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

}
.

提示：直接利用常规的极坐标计算 r的范围不好求解. 利用广义
极坐标系 x = a cos θ, y = b sin θ则比较容易.



变量替换公式求积分

例子 18. 求积分∫∫
Ω

(x2 + y2)dxdy, Ω =

{
(x, y) :

x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

}
.

提示：直接利用常规的极坐标计算 r的范围不好求解. 利用广义
极坐标系 x = a cos θ, y = b sin θ则比较容易.



三重积分的定义及其几何意义

三重积分的定义和一元函数的定积分类似,也是通过分划、取点
求和、取极限来定义的. 我们将有界闭区域 Ω上函数 f(x, y, z)的
三重积分记作∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dV =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz.

三重积分具有和二重积分类似的性质,例如保序性、线性性等. 三
重积分的几何意义是空间区域 Ω中在点 P (x, y, z)处密度为
f(x, y, z)的物体的质量.



三重积分在直角坐标系下的计算
三重积分也可根据空间区域 Ω的不同类型来计算.

O
y

z

x

z = z2(x, y)

z = z1(x, y)

Ωxy

Ω

(x, y)

(a) xy-型正则区域

O
y

z

x

Ωz
z

Ω

h1

h2

(b) z-型正则区域

▶ xy-型正则区域:∫∫∫
Ω f(x, y, z)dV =

∫∫
Ωxy

dxdy
∫ z2(x,y)
z1(x,y)

f(x, y, z)dz;
▶ z-型正则区域:

∫∫∫
Ω f(x, y, z)dV =

∫ h2
h1

dz
∫∫

Ωz
f(x, y, z)dσ;



例子 19. 假设 Ω为曲面 z = xy, z = 0, x+ y = 1所围成的区域.
求函数 f(x, y, z) = xy在 Ω上的积分.

提示: 本题不容易画出区域 Ω的图像,但是容易观察出来, Ω是由
平面 x+ y = 1以及上下曲面分别为 z = xy, z = 0围成的图形.
Ω在 Oxy平面的投影区域为

Ωxy = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1} .



例子 19. 假设 Ω为曲面 z = xy, z = 0, x+ y = 1所围成的区域.
求函数 f(x, y, z) = xy在 Ω上的积分.
提示: 本题不容易画出区域 Ω的图像,但是容易观察出来, Ω是由
平面 x+ y = 1以及上下曲面分别为 z = xy, z = 0围成的图形.
Ω在 Oxy平面的投影区域为

Ωxy = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1} .



三重积分在柱坐标系下的计算

一般而言,三重积分的柱坐标系是对直角坐标系的扩充,它适用
于直角坐标系中的二维区域 Ωxy 或者 Ωz 比较方便地表示为极坐
标的情形. 即为圆域或者扇形区域. 柱坐标的坐标变换公式是

x = r cos θ,
y = r sin θ,
z = z.

=⇒ ∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
= r.



三重积分在柱坐标系下的计算续
▶ xy-型正则区域: 此时还要求 z1(x, y), z2(x, y)以及被积函数

f(x, y, z)比较方便的用极坐标表示出来 (参考教材 p. 152:例
9.25);此时∫∫∫

Ω

fdV =

∫∫
Ωrθ

rdrdθ

∫ z2(r,θ)

z1(r,θ)

f(r cos θ, r sin θ, z)dz.

▶ z-型正则区域: 此时一般要求 Ωz 以及被积函数可以方便地
用极坐标表示出来 (参考教材 p. 153:例 9.26);此时∫∫∫

Ω

fdV =

∫ h2

h1

dz

∫∫
Ωrθ

f(r cos θ, sin θ, z)rdrdθ.



利用柱坐标计算积分
例子 20. 计算积分

I =

∫ 2

0

dx

∫ √
2x−x2

0

dy

∫ a

0

z
√

x2 + y2dz.

提示: 直接计算涉及到比较复杂的积分
∫ √

x2 + y2dy. 利用柱坐
标较为简单. 画图可知,积分区域为半径为 1,柱心为 (1, 0),高为
[0, a]的半圆柱面.

O
y

z

x

a

(1, 0)



利用柱坐标计算积分
例子 20. 计算积分

I =

∫ 2

0

dx

∫ √
2x−x2

0

dy

∫ a

0

z
√

x2 + y2dz.

提示: 直接计算涉及到比较复杂的积分
∫ √

x2 + y2dy. 利用柱坐
标较为简单. 画图可知,积分区域为半径为 1,柱心为 (1, 0),高为
[0, a]的半圆柱面.

O
y

z

x

a

(1, 0)



例子 21. 假设 Ω是椭圆抛物面 2z = x2 + y2与 z = 2围成的区
域,计算积分

I =

∫∫∫
Ω

x2y2zdV.

O
y

z

x

2

z = r2/2



例子 21. 假设 Ω是椭圆抛物面 2z = x2 + y2与 z = 2围成的区
域,计算积分

I =

∫∫∫
Ω

x2y2zdV.

O
y

z

x

2

z = r2/2



例子 22. 假设 Ω是由 x2 + y2 ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1围成的区域 (标
准圆柱体),计算积分

I =

∫∫∫
Ω

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dV.

提示: 如果采用标准的柱线法,则涉及到比较复杂的瑕积分计算:∫ 1

0

ln(
√
1 + r2 − 1)dr =

1

2

∫ 2

0

ln(
√
u− 1)du.

而采用截面法则比较简单: 只需注意∫ √
a2 + x2dx =

1

2
x
√
a2 + x2 +

1

2
ln(x+

√
a2 + x2).



例子 22. 假设 Ω是由 x2 + y2 ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1围成的区域 (标
准圆柱体),计算积分

I =

∫∫∫
Ω

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dV.

提示: 如果采用标准的柱线法,则涉及到比较复杂的瑕积分计算:∫ 1

0

ln(
√
1 + r2 − 1)dr =

1

2

∫ 2

0

ln(
√
u− 1)du.

而采用截面法则比较简单: 只需注意∫ √
a2 + x2dx =

1

2
x
√

a2 + x2 +
1

2
ln(x+

√
a2 + x2).



三重积分在球坐标系下的计算
一般而言,三重积分的柱坐标系是对二重积分中极坐标系的推
广,它适用于空间区域 Ω比较方便表示为球坐标的情形,即为球
形域 (例如椭球)或者锥面与球形域围成的区域. 球坐标的坐标变
换公式是,对 ρ ∈ (0,+∞), ϕ ∈ [−π, π], θ ∈ [0, 2π],

x = ρ sinϕ cos θ,
y = ρ sinϕ sin θ,
z = ρ cosϕ,

=⇒ ∂(x, y, z)

∂(ρ, ϕ, θ)
= ρ2 sinφ.

此时计算公式为∫∫∫
Ω

fdV =

∫∫∫
Ω′
f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ)ρ2 sinϕdρdϕdθ.



利用球坐标计算积分

例子 23. 计算积分

I =

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dV.

提示: 若先对 ρ再 ϕ则计算较复杂,交换积分次序则比较简单.



利用球坐标计算积分

例子 23. 计算积分

I =

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dV.

提示: 若先对 ρ再 ϕ则计算较复杂,交换积分次序则比较简单.



比较球坐标与柱坐标的计算

例子 24. 假设 Ω是由椭圆抛物面 x2 + y2 = 2az以及球面
x2 + y2 + z2 = 3a2 (a > 0)围成的区域. 试分别用球坐标和柱坐
标计算积分

I =

∫∫∫
Ω

(x+ y + z)2dV.

O
y

z

x

2az = x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 3a2

z = a, x2 + y2 = 2a2

(c)柱坐标

O
y

z

x

φ0

2az = x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 3a2

z = a, x2 + y2 = 2a2

(d)球坐标



比较球坐标与柱坐标的计算

例子 24. 假设 Ω是由椭圆抛物面 x2 + y2 = 2az以及球面
x2 + y2 + z2 = 3a2 (a > 0)围成的区域. 试分别用球坐标和柱坐
标计算积分

I =

∫∫∫
Ω

(x+ y + z)2dV.

O
y

z

x

2az = x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 3a2

z = a, x2 + y2 = 2a2

(e)柱坐标

O
y

z

x

φ0

2az = x2 + y2

x2 + y2 + z2 = 3a2

z = a, x2 + y2 = 2a2

(f)球坐标



三重积分的变量替换公式

一般地,假设变量替换 T : Ω′ → Ω, (u, v, w) 7→ (x, y, z). 若

J =
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
̸= 0, ∀(u, v, w) ∈ Ω′,

则我们有如下的变量替换公式∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
Ω′
f(x(u, v, w), y(·), z(·))|J |dudvdw.



三重积分的区域对称性与函数对称性
和二重积分类似,当三重积分的积分区域 Ω = Ω1 ⊔ Ω2关于 Oxy
平面对称时 (即 Ω1 = Ω∗

2, ∗表示关于 Oxy的反射),
▶ 若被积函数 f(x, y, z)关于 z是奇函数,则 f 在 Ω上的积分
为零;

▶ 若被积函数 f(x, y, z)关于 z是偶函数,则 f 在 Ω上的
积分为∫∫∫

Ω

fdV =

∫∫∫
Ω1

fdV +

∫∫∫
Ω2

fdV

=

∫∫∫
Ω1

fdV +

∫∫∫
Ω∗

2

f(x, y,−z)dV

= 2

∫∫∫
Ω1

fdV.



利用奇偶性与对称性计算积分

例子 25. 计算积分

I =

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

(z + z2)dV.



课后习题

1. 整理今天讲的习题,特别地利用隐函数组的存在性定理证明
反函数组的存在性定理.

2. p. 118:5, p. 119: 9;
3. 证明函数

f(x, y) =

(x2 + y2) sin 1√
x2 + y2

, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),

在 P0(0, 0)处可微,偏导数存在但不连续.



课后习题续
4. 利用条件极值证明不等式

n
n∑
i=1

1
ai

≤ n

√√√√ n∏
i=1

ai, ai > 0, ∀i = 1, 2, . . . , n.

5. 采用适当的方法计算积分

I =

∫∫
Ω

ydxdy,

其中 Ω由 x = −2, y = 0, y = 2以及曲线 x = −
√

2y − y2围
成.



课后习题续
6. 交换积分次序 ∫ 2

−6

dy

∫ 2−y

y2/4−1

f(x, y)dy.

7. 求 Ω为曲线 x2 = y, x2 = 4y, x = y2以及 4x = y2围成的区
域上的积分 ∫∫

Ω

xydxdy;

8. 用标准的柱线法通过瑕积分计算例子 22,并比较它和用截面
法的计算结果一致;

9. 利用柱坐标计算例子 24,并比较它和球坐标下计算的结果一
致;

10. 利用对称性计算例子 25.
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